A rampa de skate do tempo minimo

Jose Luiz Pasfore Mello

Introducdo

Nos dltimos anos, muito se tem discutido sobre a impor-
tancia do trabalho com projetos no meio escolar [4] mas,
nem sempre, os esfor¢os de abordagem teérica sobre o tema
exemplificam de forma clara as possibilidades efetivas de
uma pratica metodolégica da agfio docente na conducgio de
projetos de matemadtica.

Partindo de uma situagio-problema desafiadora, a pro-
posta deste artigo € a de apresentar muiltiplas possibilidades
de abordagem do tema gerador no contexto de um projeto
de matemdtica com alunos de ensino médio.

Situacdo problema

O vertical ¢ uma modalidade de skate praticada em rampas
em forma de U, conhecidas por Half Pipe. Essas rampas sdo
feitas de compensado naval, um tipo de madeira bastante

Figura 1.
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resistente e, em geral, sdo compostas por uma parte central
plana e dois arcos de circunferéncia nas laterais, como se vé
no projeto indicado na figura 1.

Nas competi¢Bes de vertical, os skatistas sio avaliados
segundo critérios de criatividade e grau de dificuldade das
manobras, que devem ser executadas em um intervalo de
tempo pré-estabelecido. Dessa forma, quanto menos tempo
o skatista gasta percorrendo a extensdo da rampa de um lado
para o outro, mais tempo lhe sobrard para executar as mano-
bras aéreas verticais que contam pontos.

Dada a importéncia em fazer o percurso da rampa no
menor tempo possivel, poderfamos nos perguntar se a cir-
cunferéncia que compde a lateral da rampa €, de fato, a cur-
va do tempo minimo de descida. Em outro contexto seme-
lhante, poderfamos nos perguntar: qual deve ser a forma do
escorregador de um parque infantil para que o tempo de des-
cida seja o menor possivel?
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Figura 2. Para uma visualizacdo dindmica da formagde de uma cicldide, ver [7].

Abordagem histdrica: braquistocrona e tautacrona

A problema da curva de tempo minimo ligando dois pon-
tos de alturas diferentes é conhecido como braquistécrona,
termo que vem do grego brachisto, o mais breve, e chronos,
tempo. Ao que tudo indica, esse problema foi originalmen-
te enunciado em junho de 1696 por Johann Bernoulli na
Acta Eruditorum, uma revista de matemdtica fundada por
Leibniz. No final de 1696, provavelmente por uma deficien-
te distribuicio da revista, nfo tinha sido apresentada ne-
nhuma soluciio do problema além da de Leibniz, editor da
revista, que o resolveu no mesmo dia em que recebeu. Pro-
longado em seis meses o prazo do desafio, o problema foi re-
solvido por Jakob Bernoulli (irm&o mais velho de Johann),
De L'Hospital, Huygens, Johann Bernoulli e Newton que,
a0 que se sabe, também parece té-lo resolvido no mesmo dia
que tomou contato com o desafio.

A curva que resolve o problema da braquistécrona é
chamada de cicléide, nome dado por Galileu, que havia
se interessado por outras de suas propriedades no inicio de
1600.

A cicléide é a trajetéria descrita por um ponto de uma
circunferéncia de raio R quando esta roda, sem deslizar, so-
bre uma reta (figura 2).

Interessado em investigar a 4rea compreendida entre um
arco de cicléide e a reta sobre a qual roda a circunferéncia,
Galileu comparou a razo entre a massa de um molde no for-
mato de uma cicléide e a de um molde do circulo gerador.
O resultado encontrado foi aproximadamente 3, o que o fez
conjecturar que a razio entre essas dreas talvez pudesse ser
igual a 7.

Em 1634, o matemético francés Roberval prova que a
drea da cicléide é exatamente o.triplo da 4rea do circulo ge-
rador porém, a publicaciio de uma demonstragfio desse resul-
tado s6 foi feita em 1644 por Torricelli, discipulo de Galileu.
Em 1658, o astrénomo, matemdtico e arquiteto inglés Cris-

{

topher Wren (construtor da catedral de St. Paul em 1666),
publica a demonstracio de que o comprimento de um arco
de ciclside é 8 vezes o raio do circulo gerador.

Outro interessante problema que também tem a cicléi-
de como soluciio é o da tautécrona, ou tempo igual. Se sol-
tarmos duas esferas simultaneamente de alturas distintas em
uma rampa cicloidal, ambas chegario no ponto mais baixo
da rampa ao mesmo tempo.

A demonstracio matemitica de que a cicléide € a cur-
va da braquistécrona e da tautécrona, bem como da relagio
da drea e do comprimento da cicléide com o circulo que dd
origem 3 curva, ndo é objetivo deste artigo, mas pode ser en-
contrada nas referéncias [3] e [6].

Para visualizar a braquistécrona e a tautécrona com re-
cursos dindmicos de animaciio, recomenda-se uma consulta
a referéncia [8].
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Figura 3.
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fAbordagem matematica: modelagem da rampa do fempo minimo

Sendo a cicléide a curva do tempo minimo, nosso préximo
objetivo serd o de parametrizar a curva para, em uma eta-
pa posterior, elaborar uma planta para a construcéio de uma
rampa de skate com bordas cicloidais.

Em uma circunferéncia de raio R, que rola sem escorregar
sobre o eixo das abscissas, marcamos um ponto P, cuja traje-
téria serd uma cicléide. A figura 3 indica a situacfio descrita,
sendo (OA, OF) as coordenadas do ponto P.

Admitindo que, na situacio inicial, P coincide com a
origem do sistema de eixos, a medida do arco PB é igual a
OR , o que coincide com a medida do segmento [OB]. Do
tridngulo retangulo [C' D P], temos que

PC=Rsenf e DC = R.cos §.
Sendo OA = R — R.sen 6 e OF = R — R.cos 0, as co-

ordenadas de P(x, y), em funcio do pardmetro 6, sdo:

z = R(0 — sen 0)
{ y = R(1—cos9)

A trajetéria completa de P inicia com coordenadas (0, 0),
atinge ordenada médxima ém (7R, 2R), e termina com co-
ordenadas (27 R, 0).

Voltando ao projeto de rampa da figura 1, se substituir-
mos os arcos de circunferéncia por arcos de cicléide, tere-
mos uma rampa de tempo minimo ligando um ponto de
altura 1,60 metros e outro a zero metros, melhorando a efi-
ciéncia da rampa para as competicdes de vertical.

Equacionando a nova planta de rampa em um sistema
de coordenadas, com 6 (em radianos) no eixo das abscissas,
obtemos o grafico representado pela figura 4.

4 osarcos nos intervalos [0; 0,87] e [0,8m; 1,6m+4]
representam semiarcos de uma cicléide

\/
=

O,8I7t+4 1,6m+4

Partindo de uma cicléide como a da figura 2, obtivemos
a curva da figura 4 da seguinte forma:

a) adotando R = 0, 8, a equaciio paramétrica da curva da
figura 2 seria:
z=0,8(0 —sen ) ey =0,8(1— cos );

b) fazendo uma reflexdo dessa curva pelo eixo das abscissas,
obtém-se uma nova curva de equacfio:
r=0,80—senf)ey=0,8(1 — cos );

c) transladando a nova curva 1,6 unidades para cima, ob-
tém-se uma curva de equacio:
z=0,8¢—-senf)ey=1,6—0,8(1—cosb);

d) pelo eixo vertical de simetria da nova curva, translada-
se apenas o semiarco do lado direito 4 unidades para a
direita.

Em resumo, a rampa indicada na figura 4 é modelada pela
equacio paramétrica:

Para 6 no intervalo

z=0,8(0 —sen §)

[0;0, 87] =>{ y=1,6—0,8(1— cos 6)

Para # no intervalo
10,87;0,87 +4[={ y=0

Para 6 no intervalo

z=440,8(6 —send)

[0,87r—0—4;1,67r+4]:>{ y=1,6—0,8(1— cos f)
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Figura 5. Tela contendo o equacionamento do problema e a sua
representacdo grafica

Abordagens fecnoldgica e experimental

Tendo modelado:o problema da rampa de skate através de
equacdes, podemos utilizar um programa de computador
para construir e imprimir o gréfico da curva e, com isso, ge-
rar uma planta para a construgfio de modelos experimentais
da rampa. Alguns programas que podem ser usados com essa
finalidade sfio: Winplot (distribuicio gratuita), Graphma-
tica (distribuiciio livre), Cabri-Géométre (distribuicio co-
mercial).

Ilustramos abaixo a constru¢io do gréfico da rampa ci-
cloidal feita no programa Winplot, cuja versdo gratuita em
portugués pode ser obtida através da referéncia [9]. Apesar
do uso desse programa ndo envolver maiores dificuldades,
caso se deseje uma orientaciio sistemdtica para a manipula-
cdo do Winplot, recomenda-se a referéncia [2] (figura 5).

Ainda utilizando o Winplot, nossa dltima proposta serd
a de modelar curvas no formato de circunferéncia, reta, pa-
rabola e cicléide para a construcio de rampas, em modelos
de madeira, que permitam a investigacio experimental da
braquistécrona e da tautécrona na cicléide.

Adotando rampas de altura 2 unidades, nossa proposta é
que se modele, em um sistema de coordenadas, curvas com
as seguintes condigdes:

a) cicléide: gerada por uma circunferéncia de raio 1, com

méximo em (0, 2) e minimo em (7, 0);

b) reta: passando pelos pontos (0,2) e (m,0);
¢) pardbola: com vértice em (7, 0) e passando por (0,2);
d) circunferéncia: com centro (m,%o) e passando pelos

pontos (0,2) e (m,0).

Deixo por conta do leitor a verificacio de que as equagdes
procuradas, com 0 < x < 7, sdo as descritas na tabela 1. O
gréfico (figura 6) dessas curvas, feito no Winplot, mostra que
a cicléide é a curva de maior comprimento entre as quatro
comparadas, o que reforca ainda mais a curiosidade por uma
verificacio experimental de que ela, ainda assim, sejaa cur-
va do tempo minimo.

Imprimindo as quatro curvas, podemos utilizar servigos de
ampliagio por copiadora para obter plantas para a construgiio
de modelos das rampas em madeira. Vale mencionar que al-
gumas empresas de cépias fazem a plotagem das curvas a par-

parébola
: B circunferéncia
\ B
\
I-et.a \‘\
\‘\
cicléide Curvas Equagdes
Cicléide =0—senf e y=2—(1—cosb)
: Recta 204+ 7y —2r =0
Parabola Y= %xQ = -f‘;:v +2
. o , A 2 = 2
Circinferéncia  (x — m)? + [y s (—4—)} — (T)
Figura 6. Tabela 1. é
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Ciclside Parabola

Circunferéncia

Figura 7. Projectos de rampas construidas em compensado e farmica utilizando o processo descrito nesfe arfigo.

tir de um disquete com o programa Winplot (ou outro pro-
grama utilizado) e o grdfico gerado no programa. Esse servigo
tem a vantagem de permitir a plotagem em tamanho maior
do que o limite de ampliagio das maquinas copiadoras.

Além de investigar experimentalmente a braquistécro-
na e a tautécrona soltando esferas nas rampas, os modelos
também permitem que se faga uma comparaciio experimen-
tal entre dreas (pelo processo de Galileu) e comprimentos
(utilizando barbante e fita métrica) (figura 7).
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