ﬁcerca dos fundamentos da Matemalica

fintonio M. Fernandes

A Uivuloacao clentifica tem tido entre n6s um peso diminu-
to. O caso da matematica é especialmente grave. A andlise
° 08 aspectos essenciais e substanciais associados aos funda-
mentos desta disciplina tem sido deixada a cargo de alguns
. personagens que, animados de um forte impulso literdrio
| o se tém coibido de produzir aloumas pecas exibindo a
s atroz incompeténcia cientifica relativamente ao tema.
Hite artivo € em larga medida motivado por mais uma des-

8 contribuicoes. Refiro-me a Conhecimento, verdade e prova:
-~ um percurso pelas filosofias fundacionistas, um texto recente-
mente publicado nas actas do V. CIBEM, da autoria de Ale-
~ xandre Pais.

Hurt Godel

As consideracdes deste auror sio ecos de concepcoes er-
roneas que se tém propagado, em muitos casos por vultos
responsabilizaveis, mas gue uree desmistificar senao por ou-
tra raz20, a0 menos pelo respeito devido a uma argumenta-
¢Ao racional e ao rigor factual, razdes estas que nao sdo me-
ROTEs.

Comecando pelo fim: o autor tem como objectivo a apo-
logia das teses para uma ciénela pos-moderna de Boaventuta
de Sousa Santos. De acordo com essas teses o conhecimento
cientifico, e o eonhecimento matematico em particular, s6
podem ser legitimados socialmente estando, deste modo, na
mesma posicao que qualquer outra forma de conhecimento.
Boaventura de Sousa Santos nao ¢ particularmente expansi-
vo no que diz respeito ao caso da Matematica. O seu princi-
pal pseudo-argumento envolve precisamente os teoremas da
incompletude de Godel. Esvaziados do seu contetdo mate-
matico preciso, os teoremas da incompletude sdao geralmen-
te deseritos recorrendo A frase “a matemdtica nao pode de-
monstrar a sua propria consisténcia’. E esta frase € tomada
como uma evidéncia que sustenta a ideia de que o proprio
conhecimento matematico nao ¢ configvel. Uma tal con-
clusao, contudo, 5o € sustentavel a margem da racionalidade
do proprio argumento. A verdade é que os teoremas de Go-
50 teotemas demonstrados no formalismo matemati-
J.0u a matemdtica € consistente e os teoremas da
de ndo acrescentam nada a esse facto ou, pelo
CONtrario, a fatematica € inconsistente e entio nao pode-
mos confiar nos proprios teoremas de Godel, o que nos {m-
pede de os utilizar em aroumentos validos.

A causa de Alexandre Pais € pois uma causa perdida,
mas nio ¢ 1550 dite importa aqui. O que importa € que se So-
corre de uma interpretacao absurda dos programas fundacio-
RiSEas & NAo talgs vezes a uma mistificacio dos CONCeitos en-
volvidos de modo a tornar necessdrias as suas conclusoes.

Este tipo de postura intelectual nao pode ser ignorado e
a0 longo deste aet entar-se-4 restituir ao tema 0 MNimMo
de dignidade de ¢ actual e conceptual que o autor de
Conhecimento, ver prova lhe subtraiu.




A busca de fundac@es rigorosas

A exigéncia de que os conceitos matemdticos se fundas-
sem em bases s6lidas comegou a ganhar um decisivo fole-
go logo depois que Newton e Leibniz inventaram o célculo
diferencial, baseado na nocgo de quantidade infinitesimal. O
carécter paradoxal da no¢fio de infinitésimo, foi desde logo
criticado enfaticamente pelo bispo George Berkely. Pre-
cisamente em 1734 ele publicou The Analyst uma sintese
incisiva das suas criticas a0 método newtoniano. O cdlcu-
lo de Newton dependia de uma forte intuicfio fisica e nfo
podia ser encarado como rigoroso de um ponto de vista ma-
temdtico. Berkely toma como exemplo a dedugfo da regra
de derivaciio do produto a que Newton chegou depois de
utilizar o argumento que se descreve a seguir. Consideran-
do duas quantidades x e y, suponhamos que ambas sofrem
variagdes infinitesimais dz e dy. Para calcular a variagio
do produto d(zy), podemos imaginar que esse mesmo pro-
duto varia continuamente de (z — dz/2)(y — dz/2) até
(x + dz/2)(y + dz/2) pelo que

d(zy) = (“%x) (“da—x) - (x‘% (y_%x)

simplificando, obtém-se xdy + ydz + dxdy e, como a
quantidade dxdy pode ser considerada nula, isto reduz-se a
d(zy) = zdy + ydx.

A deducdo de Newton enferma de dois problemas. Em
primeiro lugar existe um certo grau de arbitrariedade em
considerar a variacio dz entre x — dz/2 e © + dz /2 e ndo,
entre as quantidades (mais naturais) x e x + dz, por exem-
plo. (E o mesmo se aplica & variacdo dy.) Por outro lado,
nio sendo nulos nem dz nem dy, em rigor, no pode ser
considerado nulo o produto dzdy (mas este tipo de consi-
deracio € recorrente em Newton).

Apesar das criticas, os infinitesimais de Newton e os di-
ferenciais de D’Alembert, continuariam a fazer progredir a
anilise, sobretudo devido 2 sua fertilidade conceptual. Con-
tudo, e nfo obstante uma tal profusfio de novos resultados,
a verdade € que permanecia uma insatisfacio relativa 2 fal-
ta de rigor metodoldgico. A geometria euclidiana revelava-
se impotente perante a complexidade dos novos resultados
e deixou-se invadir de forma crescente pela no¢fio intuitiva
de wvariacdo continua, algo.que na época correspondia a uma
nogio desprovida de qualquer rigor 16gico-matemético. Este
facto ndo passou despercebido a Bernard Bolzano (1781-
1848). Este proporia uma verdadeira reforma metodolégica
e, de certo modo, as suas propostas acabariam por marcar in-
delevelmente o percurso para estabelecer as fundacdes rigo-
rosas da Matematica.

O trabalho de Bolzano assinala um ponto de ruptura
com o estilo do século XVIII, um estilo apoiado na maneira
geométrica dos antigos, misturado com nogdes da teoria do mo-
vimento, com auxilio do qual, Leibniz, Newton, MacLaurin,
D’Alembert e outros fundaram o Cdlculo.

Bolzano reconheceu nesta metodologia uma circulari-
dade logicamente insustentdvel — os argumentos da teoria

do movimento s6 poderiam ser considerados rigorosamente
estabelecidos se descritos na geometria (enquanto teoria do
espaco). Deste modo, incorporar de modo essencial resulta-
dos da primeira na segunda, corresponde a violar uma prio-
ridade 16gica. Bolzano estava igualmente determinado em
expurgar todo o caricter intuitivo das demonstracdes mate-
maticas, sendo por isso conduzido a apontar a légica e a arit-
mética como os meios para uma fundamentagio rigorosa da
Matemértica.

Depois de Bolzano iniciar-se-ia o programa da aritmetiza-
cdo da andlise, conduzido por vultos como Weierstrass e De-
dekind, que tinham em vista caracterizar todos os conceitos
da an4lise, em particular a nogéo de niimero real, tomando
como base a aritmética.

Em finais do século XIX Dedekind e Peano propuseram
os axiomas que caracterizam a estrutura dos nimeros natu-
rais — a aritmética — e Dedekind, partido dos ndmeros na-
turais, descreveu uma construgfo rigorosa dos niimeros re-
ais em 1898. Este facto testemunha um inegavel sucesso do
programa de aritmetizacio da Matemdtica que, apesar de
tudo, acabou por ndo satisfazer plenamente os anseios de
rigor antecipados por Bolzano. A construgio de Dedekind,
apesar de tomar como base os ndimeros naturais e a aritmé-
tica nfo podia ser concretizada nessa estrutura. Uma no-
¢do mais fundamental que a de nlimero — a de conjunto
— era necessdria. A teoria que governa esta nova nogao es-
tava entretanto em desenvolvimento, gragas ao engenho de
uma figura fmpar — Georg Cantor. Este matemético tinha
em mente a formalizacio da nocdo de infinito actual, pre-
cisamente uma das no¢des que mais resistiu &s investidas
do engenho humano. (Falando acerca deste conceito David
Hilbert referia-se-lhe como “a nogiio que em matemadtica
mais necessita de esclarecimento.”) Apesar da dificuldade
em formalizar este conceito de modo aceitdvel, a verdade
é que ele se encontrava cada vez mais presente na pratica
matemdtica através das nogdes de limite e convergéncia, bem
como através da nocdo de série.

Estas questdes motivaram diferentes aproximagdes por
parte de matemdticos tentando criar fundagdes sélidas para
o edificio matemdtico.

O programa logicista foi iniciado por Gotlob Frege. As
motivagdes de Frege ndo eram essencialmente matemdticas,
mas inegavelmente o sucesso do seu programa constituiria
igualmente uma solu¢io para o problema dos fundamentos.
Frege tentava contrariar a opinifio de Kant, segundo a qual
a aritmética era essencialmente analitica a posteriori. A ideia
de Frege era de que seria sintética a priori. Para isso ele teve
que reformular as definigdes que Kant disponibilizou na sua
Critica da razdo pura e, depois de redefinir “analitico a priori”
como “definfvel em termos de nogBes puramente 16gicas”,
Frege propds-se demonstrar que a aritmética era analitica a
priori. ‘

Em 1902, Bertrand Russell, formulou o paradoxo com o
seu nome que, em tltima an4lise, expunha a inconsisténcia
do sistema de Frege. Uma vez que o paradoxo de Russell po-
dia ser adaptado a teoria de conjuntos, ele acabou por expor
também a inconsisténcia da teoria de Cantor.
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Georg Canfor

Reaccoes ao paradoxo de Russell

O paradoxo de Russell tornou clara a necessidade de uma
reformulacio da teoria de conjuntos e do programa logicista
e a busca de uma teoria fundamental teve que ser re-equa-
cionada. A reformulaciio do programa logicista foi assumi-
da pelo préprio Bertrand Russell em parceria com Alfred
Norton Whitehead. Eles conceberam o denominado siste-
ma dos Principia Mathematica, um formalismo complexo que
contornava o paradoxo de Russell. Mas ainda antes de G&-
del ter apresentado os seus resultados ja o programa pare-
cia condenado ao fracasso, tanto por causa da sua extrema
complexidade, como por depender cada vez mais da adop-
¢do de principios cujo cardcter exclusivamente légico era
Controverso.

Outra reac¢do proveio da denominada corrente intuicio-
nista. A sua visdo restritiva impunha a desconsideraciio do
infinito actual, j4 que atribufam a esta no¢fio a razdo para os
problemas com a fundamenta¢fio da matemética. Isto alia-
do a uma posi¢io filoséfica firme acerca da producio de co-
nhecimento matemdtico, que impunha uma légica mais
restritiva que a logica cldssica n3o admitindo, entre outros
o principio do terceiro exclufdo, inviabilizando deste modo
as demonstragBes por redugio ao absurdo. A visdo intuicio-
nista acabaria por ser considerada demasiado restritiva e por
isso nunca teve particular sucesso.

Gotlob Frege

A terceira via consistia no denominado programa de
Hilbert. Este programa acabaria por ser o mais directamen-
te afectado pelos resultados de Godel pelo que o analisamos
mais em detalhe a seguir.

0 programa de Hilbert

David Hilbert foi uma das mais influentes figuras na transi-
¢Ao do século XIX para o século XX e grande parte da ma-
temdtica do século XX foi directa ou indirectamente con-
dicionada pela sua visdo. Em 1899, ele publicou os seus
Fundamentos da geometria um produto da concep¢ao hilbet-
tiana do método axiomético. Hilbert atribufa a este método
uma importincia fundamental. Numa conferéncia sobre os
fundamentos da geometria em 1902 dizia

Qualquer ciéncia tem como ponto de partida um conjunto
de factos suficientes e coerentes, a partir dos quais a ciéncia
se organiza. Essa organizacio tem lugar recorrendo ao método
axiomdtico (...)

A escolha dos axiomas pode ser (segundo Hilbert) algo arbi-
traria, mas dela devem exigir-se trés predicados — completu-
de, independéncia e consisténcia. Analisemos mais em detalhe
cada um destes predicados.

A melhor forma de perceber @ que estd envolvido con-
siste em imaginar que os axiomas sdo proposigdes basicas

/
Educacdo e Matemdtica | nimero 84



Bertrand Russell

acerca de certas entidades num determinado universo. Os
axiomas sdo assim propriedades fundamentais dessas entida-
des. (Considerem-se por exemplo os axiomas da geometria
plana, que descrevem propriedades bésicas partilhadas por
rectas e pontos.) Usando ‘s regras légicas podemos, partin-
do dos axiomas, deduzir outras proposi¢des (os teoremas).
Uma demonstracio é um objecto finito por isso utiliza sempre
um ndmero finito de axiomas. .

Uma axiomdtica é consistente se dos seus axiomas nio
se pode deduzir nenhuma contradicio. E completa se dada
uma qualquer proposi¢cio B acerca do universo de discus-
sfo, se tem que ou B ou “nfo B”, se podem deduzir nessa
axiomadtica. ,

Finalmente a axiomdtica é independente se nfo se pode
manter o mesmo poder demonstrativo eliminando axiomas.

Hilbert atribufa & aritmética o mesmo valor fundacional
que os intuicionistas mas, no estava disposto a abdicar de
outras nogdes marginalizadas pelo programa intuicionista.

O seu programa passava entdo por axiomatizar um fragmen-
to da aritmética, que serviria como sistema fundamental,
possuindo essa axiomdtica os trés predicados enunciados
anteriormente.

Em 1931, Kurt Gédel publicou o primeiro de dois resul-
tados de incompletude que inviabilizaram definitivamente
o programa de Hilbert. Em qualquer teoria aritmética com
valor fundacional (no sentido de Hilbert) é possivel forma-
lizar a no¢do de consisténcia. Grosso modo existe uma pro-
posiciio que diz “eu sou consistente”, proposi¢io essa que a
teoria, se for consistente, ndo consegue demonstrar.

0 que restou depois de Gidel

Depois de Godel, ficou claro que nunca se poderia obter um
sistema fundacional relativamente ao qual se pudesse esta-
belecer a sua prépria consisténcia. Isso, contudo} nfo eli-
minou a busca de um sistema fundamental que descrevesse
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David Hilbert

uma nogio relativamente a qual todas as no¢des matema-
ticas se pudessem reduzir. Essa teoria fundamental acabou
por ser a teoria de conjuntos depois de reformulada por Zer-
melo e Fraenkel, de modo a contornar o paradoxo de Rus-
sell. A aritmética, ou seja a estrutura dos ndmeros naturais
¢ definida recorrendo a no¢fio de conjunto indutivo origi-
nalmente descrita por Dedekind (e nfo recorrendo & nogdo
de cardinalidade como erradamente refere Alexandre Pais).
Como jéd-se disse no inicio, os teoremas de Godel ndo po-
dem ser utilizados num argumento que tente estabelecer a
falibilidade da matemadtica. Um tal argumento deveri sem-
pre recorrer a evidéncia extra-matemdtica ou, entfo a exi-
bicio de uma contradiciio concreta. Ainda assim, o método
axiomadtico assegura que a matemadtica é a forma mais segura
de conhecimento. O surgimento de um eventual paradoxo
na teoria de conjuntos poderia ser analisado, dada a natu-
reza estruturada do conhecimento matematico, e eliminado
com mais sucesso aqui que em qualquer outra forma de or-
ganizar conhecimento.

{

flgumas observacaes finais

Terminarei este artigo expondo alguns erros factuais e de
apreciacio cometidos por Alexandre Pais. Falarei apenas
dos mais significativos tentando n#o ser tio exaustivo como
a oportunidade sugere.

l. Alexandre Pais sugere que o programa logicista surge
como uma tentativa de remediar o efeito do paradoxo de
Russell sobre a teoria de conjuntos. De facto a teoria de con-
juntos e os sistemas de Frege tiveram um desenvolvimento
paralelo e origem em preocupacdes diferentes — Frege ti-
nha uma preocupacgiio eminentemente filoséfica, enquanto
Cantor procurava descrever os processos transfinitos. Por
outro lado o paradoxo de Russell foi concebido para de-
monstrar a inconsisténcia do sistema de Frege que era uma
teoria sobre objectos e conceitos e nfio uma simples versio
da teoria de conjuntos.

2. O programa intuicionista/construtivista é assim designa-
do, pois admite como fundamental a intui¢fio acerca dos
ndmeros naturais. Essa intuiciio fundamental providencia

“um ponto de partida para a construgio do edificio matema-

tico. Mas isto nfo significa, como diz Alexandre Pais que
“desta forma o programa construtivista advoga que ndo é
a légica nem a experiéncia que determina a coeréncia e a
aceitabilidade das ideias matemadticas, mas sim a intui¢o.”
De facto a 16gica tem um papel decisivo e crucial no progra-
ma intuicionista, onde se impdem restri¢des severas a légica
classica. Por outro lado 0 método de prova intuicionista é na
sua esséncia algoritmico, o que deixa pouco lugar a intuicio.
Mais, em larga medida, o programa intuicionista substitui a
nocio de verdade pela no¢io de demonstracgo.

] Finalmente gostaria ainda de comentar as observacdes
que s3o produzidas relativamente as no¢des de verdade e
de demonstrabilidade. Diz Alexandre Pais que “apesar de
todas as afirmacdes demonstraveis serem verdadeiras, exis-
tem afirmagdes matemdticas verdadeiras que ndo se podem
demonstrar.” A afirmaciio, no minimo, necessita de clarifi-
cagdo e em todo o caso, mesmo tomando-a como verdadei-
ra ndo traduz um defeito do método axiom4tico. O método
axiomadtico € finitista, por op¢do, porque € necessario ter a
possibilidade de proceder a uma anélise exaustiva dos argu-
mentos em termos 18gicos. A verdade, mesmo a verdade no
sentido de Tarski, ndo € finitaria. E por isso natural que uma
nocio e outra ndo sejam equivalentes. Estamos, contudo,
perante um preco a pagar e nio perante um defeito. Apesar
de tudo, esse preco a pagar ndo € tdo alto como Alexandre
Pais faz crer e, para ver isso basta que se analise a questdo no
devido contexto.

Se considerarmos a frase “existem afirmagdes matema-
ticas verdadeiras que nfo se podem demonstrar.” O que
significa o excerto “afirmagdes matemdticas verdadeiras”?
A ideia de que existe uma realidade matemdtica exterior,
que a axiomdtica pretende descrever, ndo passa de uma po-
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Ernst Zermelo

sicio filoséfica cujo conteddo essencial é extra-matemadti-
co. Recordando que a Matemitica é essencialmente a teoria
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, incluindo o axioma da
escolha (teoria esta usualmente designada de ZFC) entdo,
aquilo que se designa de verdade matemdtica, na sua esséncia
confunde-se com aquelas que sio as consequéncias dos axio-
mas de ZFC. Efectivamente, quando falamos em expressdes
matemdticas estamos a referir-nos a certas expressdes numa
linguagem formal, cujo propésito reside em descrever pro-
priedades de certos mundos. Existe um dispositivo conhecido
como semantica de Tarski que permite decidir quando uma
certa propriedade P é verdadeira num mundo M (se isso
acontece escreve-se M E P). Esta relacdo M E P, entre
mundos e propriedades ¢, ao contririo do que refere Ale-
xandre Pais, formalizavel-em ZFC, pelo que a verificacio da
verdade de P em M &, em dltima andlise a demonstragio
em ZFC da relagio M F P.

E claro que se o mundo M tiver estrutura suficiente, o
formalismo e, em particular, a nogdo de demonstragio po-
dem ser formalizados em M. O mesmo nfo sucederd com
a relaciio de verdade em M (devido aos teoremas de Go-
del). Mas esta situacio ndo traduz o alcance que Alexandre
Pais pretende dar & sua frase, pois para o fazer teria que se
confundir verdade matemdtica com verdade em M , o que ndo
pode acontecer. i
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