José Luiz Pastore Mello

0 problema da menor malha vidria

O caminho mais curto ligando dois pontos no plano eucli-
diano € a linha recta, mas qual seria 0 caminho mais curto
ligando quatro pontos?

Do ponto de vista prético, esse problema poderia
ser apresentado da seguinte forma: se quisermos construir
estradas ligando quatro cidades, qual é a configuraciio da
malha vidria mais curta possivel? Para simplificar a andlise
do problema, admitiremos que cada cidade esteja localizada
no vértice de um quadrado de lado unitério..

" A figura 1 (pdgina seguinte) indica seis possiveis
projetos de malha vidria ligando as cidades 4, B, C e D.

No projeto (1) temos a malha com as meno-
res distAncias ligando duas cidades quaisquer, contudo,
seu comprimento total (4 4 2V/2 ~ 6, 83) ainda pode
ser sensivelmente reduzido. Na opcio (2), por exem-
plo, conseguimos reduzir o comprimento da malha para
27(0,5 - v/2) = 4, 44. Essa opciio pode ainda ser melhora-

Jacob Steiner e o pru' ema da menor malha vidria

da, como mostra o projeto (3), onde o comprimento total se
reduz para 4 unidades.

O projeto (4) continua garantindo a ligacio en-
tre as quatro cidades e reduz o comprimento total da malha
para 3 unidades. O projeto (5) nfo reduz o comprimento da
malha em relagfio ao anterior, mas melhora sua eficiéncia, j4
que nele pode-se ir da cidade A para B percorrendo um ca-
minho mais curto do que em (4).

Dos seis projetos apresentados, (6) é o de malha
vidria mais curta (2\/5 ~ 2, 83), contudo ele nio constitui
a solucfio do problema apresentado inicialmente, como ve-
remos a seguir.

A mais curfa entre fodas as malhas possiveis

A figura 2 indica a configuraciio da mais curta malha vidria
possivel (as duas malhas apresentadas nessa figura diferem
apenas por uma rotacio de 90°).

i
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120°

Figura 1.

[2]

Figura 2.

Antes de demonstrarmos que tal malha constitui o
mais curto caminho possivel, vamos calcular o seu compri-
mento total tomando como referéncia a figura 3.

O AABE (figura 3) é isésceles, com angulos da

base medindo 30°. Aplicando a lei dos senos, temos que
1/sen 120° = AE/sen 30°,
ou seja,
AE =+/3/3

(observe nesta mil}la que AE = BE =CF =DF).
Como AG = 0,5 eo AAGE é retangulo,

GE =0,5 - tg 30°,

Figura 4.
Exemplo 1 Exemplo 2
A B . A
X
X=Y
Y
D a D

[3]

Figura 3.
A

120°

D &

ou seja, GF — \/§/6 Da figura conclui-se que
EF =1-2GE,

ou_seja,@ = (3—14/3)/3. Como a malha total mede
4AF + EF,seucomprimento serd igualal + V3~ 2,73.
Esse resultado é 4% menor do que o valor encontrado na

malha (6) da figura 1.

Demonstracdo matematica da solucdo do problema

Jacob Steiner (1796-1863), qualificado por muitos historia-
dores como o maior gedmetra desde Apoldnio, foi o primei-
ro a propor o problema da conexfo de trés ou mais pontos
no plano pot meio de um caminho total de comprimento
minimo. Como Steiner foi reconhecidamente um gedmetra

Exemplo 3
A B=X
D C=Y
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Figura 5.

que ndo apreciava o método analitico — considerado por
ele uma “muleta para os espiritos menos dotados” — seus es-
tudos sobre caminhos minimos sempre privilegiaram o mé-
todo geométrico puro. O encaminhamento que faremos da
solugfio do problema da malha minima ligando quatro pon-
tos nos vértices de um quadrado ilustra, de maneira relati-
vamente simples, o alcance desse método de investigacio,
COMO VEeremos a seguir.

Chamemos de caminho [ qualquer ligacio que co-
necte o vértice A ao C' do quadrado. Para que exista um
caminho que conecte os quatro vértices do quadrado, B
e D devem se conectar-se ao caminho /. Chamaremos os
pontos de conexfio de B e D com ! de X e Y, respecti-
vamente (esses pontos sio chamados de pontos de Steiner).
Observe (figura 4) que, dependendo dos caminhos de B e

Figura 6.

49)

Eixo de simetria
horizontal do
quadrado

[5] [6]

D atél, X eY podem ser dois pontos distintos (exemplo
1), pontos coincidentes (exemplo 2), ou ainda vértices do
quadrado (exemplo 3).

Como estamos interessados na malha total mais
curta, devemos observar ainda que um caminho intermedi4-
rio em linha recta ligando dois pontos serd sempre mais curto
do que um caminho em linha curva, como ilustra a figura 5.

Resumindo as informagSes que temos até o mo-
mento, é possivel concluir que o diagrama que resolve o
problema é composto de cinco (ou menos) caminhos inter-
medidrios em linha recta, com dois pontos de Steiner (ou
um).

Se a solugfio do problema fosse alguma configura-
¢Ao de malha com um dnico ponto de Steiner, ou seja, uma
solugfio com X =Y, a mais curta configuracio possivel se-
ria aquela que analisamos em (6) da figura 1. Contudo, a
malha da figura 2 (e sua rotagio de 90°), que possui dois
pontos de Steiner, constitui uma configuracio mais curta do
que a malha (6) da figura 1, o que implica dizer que a con-
figuraciio da menor malha vidria nfio pode ter apenas um
ponto de Steiner. Resta-nos provar agora que entre todas as
malhas com dois pontos de Steiner, a da figura 2 é a de me-
nor comprimento total.

Dada uma malha ligando os quatro vértices de um
quadrado, uma reflexfo sobre eixo de simetria horizontal (ou
vertical) do quadrado reduzirs, de forma eficiente, a malha
para uma situagfio semelhante a (I) ou a (II) da figura 6.

(II) Eixo de simetria
vertical do quadrado

A B

/
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Eixo de simetria
horizontal do

quadrado
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Figura 7.

Para ilustrar tal processo, vamos admitir a malha
(I) da figura 7, onde AX # DY- e BX # CY, e verifi-
car como ela pode ser substituida por uma malha mais curta
onde AX =DY ¢ BX =CY.

Partindo de (I) na figura 7, dividimos a malha em
duas partes pelo eixo de simetria horizontal do quadrado, fa-
zendo em seguida uma reflexdo da metade menor da malha
sobre a maior, como em (II). O comprimento da malha (II)
pode ser reduzido ainda mais com a substitui¢fio da ligagio
entre os dois pontos de Steiner por uma linha recta, como
em (III). Observe que em (III) temos uma malha total mais
curta do que em (I), e com AX = DY e BX = CY.

Processo semelhante poderia ser feito, com ou-
tras malhas, utilizando o eixo de simetria vertical do qua-
drado; neste caso a malha resultante teria AY = BX e
¥ =X,

Até este momento sabemos que:

i. A configuracio que resolve o problema possui dois
pontos de Steiner (X e Y');

ii.  Os cinco segmentos definidos por um diagrama com
dois pontos de Steiner devem ser linhas rectas;

iii. A configuracio da malha minima ligando os vértices
A, B, C eD doquadrado deverd ter AX = DY
e BX=CY (ouAY =BX e DY =CX).

Figura 9.

AX-DY e BX-CY

Figura 8.

Para demonstrar que a configuragio apresentada na figura 2
representa a solugdo do problema do caminho minimo, pre-
cisamos provar que as trés linhas que partem dos pontos X
e Y formam, em torno de X e de Y, trés angulos de 120°.
Para isso usaremos o seguinte teorema:

Se P e @ sdo dois pontos de um lado da recta s, e R é um pon-
tode s tal que asoma PR + RQ) seja minima, entdo os dngulos
formados entre PR e s, e R() e s sdo congruentes.

Demonstracio:
Inicialmente marcamos o ponto @', resultado da reflexdo de
() sobre s, conforme mostra a figura 8.
Sendo T' um ponto mével sobre s, todos os pos-
stveis tridngulos TQQ’ serdo isésceles com TQ = TQ', o
que implica dizer que PT + TQ é iguala PT + ml.
Segue que o menor valor possivel para PT + m/
ocorrerd quando os pontos P, T e Q' estiverem alinhados,
ou seja, quando o ponto mével T’ coincidir com o ponto R,

garantindo assim que os Angulos formados entre PR e s, e
RQ e s sejam congruentes.

Partindo agora de um diagrama que atenda as con-
digdes i, ii e iii, como por exemplo a malha (I) da figura 6;
e assumindo que neste diagrama a medida AX = r sejaa
exacta medida de AX = 7 no diagrama da mais curta ma-
lha total possivel, tragaremos um circulo de raio r e centro

Figura 10.

A

D
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Figura 11.

A , e uma recta s tangente 2 circunferéncia no ponto X (fi-
gura 9).

Para que o diagrama represente a malha total mi-
nima, ou seja, a menor soma 27 + 2p + 2¢, com r dado,
devemos encontrar a menor soma 2p + 2t, o que é equiva-
lente a procurar uma configuracio de malha com a menor
soma P + ?. Pelo teorema demonstrado, se p + ¢ é minimo,
ento o dngulo formado entre p e s é congruente ao angulo
formado entre ¢ e s, 0 que implica dizer que

LAXY = /BXA=/BXY =120°

na situagfio da malha de comprimento minimo. Com auxi-
lio de um circulo de centro D e raio DY = r, resultado
andlogo pode ser obtido para os 4ngulos em torno de Y.

Se provarmos agora que 7 =p (ou seja, que
AX = DY = BX = CY ), concluiremos que a configu-
ragdo apresentada na figura 2 representa a malha do menor
comprimento possivel. ‘

Supondo inicialmente 7 < p, como mostra a fi-
gura 10, teremos 1 > 30° e 2 < 30°, implicando 3 > 60°;
ed>30%5 < 30° implicando 6 > 60°, o que caracteri-
za uma contradigfio, ja que a soma dos angulos internos do
quadrilatero BCXY deve ser 360°. (

.Por raciocinio andlogo também ndo poderemos ter
T > p, 0 que garante 1 = p e resolve definitivamente o pro-
blema da malha minima.

Uma demonstracao experimental da solucdo

O problema que acabamos de resolver matematicamente
pode também ser solucionado com auxilio de uma experi-
éncia com bolhas de sabdo. Se mergulharmos em uma solu-
¢8o com dgua e sabfo um dispositivo com duas chapas para-
lelas fixadas por quatro pinos de comprimento h formando
um quadrado, ao retirarmos o dispositivo da dgua, a bolha de
sabdo formada terd superficie minima (devido ao equilibrio
termodinimico), o que equivale no plano bidimensional a
solucio do problema que acabamos de resolver (figura 11):
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