Estudo da distribuicdo normal com @ calculadora

Jos@ Anfdnio Fernandes

Para Batanero (2004), a distribuicio normal é uma das
ideias fundamentais da estocédstica e, como tal, deve ser en-
sinada nas aulas de probabilidades.

A relevancia da distribuicio normal deve-se ao
facto de muitos fenémenos fisicos, biolégicos, psicolégicos
e sociolégicos poderem ser por ela modelados. Além disso,
esta distribui¢fio é uma boa aproximaciio de outras distribui-
¢Oes (e.g., binomial, de Poisson e t de Student) para certos
valores dos seus pardmetros, a adequada aplicaciio de muitos
métodos estatisticos requer a condiciio de normalidade e o
teorema do limite central garante que a média e outras es-
tatisticas de amostras aleatérias, de suficiente dimensdo, se-
guem uma distribui¢io aproximadamente normal, inclusive
quando sfo extraidas de populacdes ndo normais.

Em termos dos novos programas, a importancia
deste tema parece reflectir-se no tratamento que lhe ¢ dado
nos programas das disciplinas de Matemdtica A (12° ano)
e de Matemética Aplicada as Ciéncias Sociais e Humanas
(11° ou 12° ano). J4 no caso do programa da disciplina de
Matemdtica B (12° ano), o tema é tratado com menor de-
senvolvimento.

Seguidamente, iremos explorar com a calculado-
ral! a representagiio gréfica e propriedades da distribuicsio
normal, aproximagdes sucessivas 2 distribuiciio normal e a
avaliagiio da normalidade de uma distribuicfio dada.

A distribuicao normal e suas propriedades

Em termos tedricos, a distribuicio normal é definida por
uma fungdo matemdtica que depende dos pardmetros i e
0, 0s quais correspondem ao valor esperado e ao desvio pa-
drdo da populagiio. Esta funcio, designada por funcdo den-
sidade de probabilidade da distribuiciio normal, traduz-se gra-
ficamente por uma curva em forma de sino.

Recorrendo a uma calculadora grifica podemos
obter representagdes graficas de distribuices normais cor-
respondentes a diferentes valores dos parAmetros (ver figu-
ras 1,2,3 e4). No casodafigura l,emque g = 0 e o = 1,
a distribuicfio toma a designacio de distribuicdo normal pa-
dronizada. ‘

... Por observagio dos diferentes gréficos verificamos
que todos eles sdo simétricos em relaciio a recta de equaciio
X = 1 e tém um mdximo absoluto no ponto de abcissa .
Além disso, pode demonstrar-se que os gréficos tém dois
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pontos de inflexfo, correspondentes aos pontos de abcis-
sas (L — 0 e i1 + 0, e uma assimptota horizontal bilateral de
equacio Y = 0.

Por outro lado, o grifico de qualquer distribuicsio
normal pode ser obtido a partir do gréfico da distribuicio
normal padronizada (ver figura 1), esticando-o ou encolhen-
do-o simultaneamente na horizontal e na vertical pelo fac-
tor 1 /0 efou, seguidamente, deslocando este ltimo na ho-
rizontal de £4 unidades. Nas figuras 5 ¢ 6 podemos observar
a transformacfio do grafico da distribuicio normal padroni-
zada no grifico da distribuicio normal de = —2 e o = 2.
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no intervalo centrado em L e raio 20, isto é,

Plp—20 <X <pu+20), é¢ 095 (3 cd) ou
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Reciprocamente, a execu¢do das inversas destas
transformagdes, por ordem inversa, permite transformar o
grafico de uma distribuigio normal de valor esperado 1 e
de desvio padrio o no grafico da distribui¢io normal padro-
nizada. Nas figuras 7 e 8 podemos observar a transformaciio
do gréfico da distribuicio normalde p=1¢e o =1,5 no
grafico da distribui¢iio normal padronizada.

Esta dltima transformaciio evidencia a pos-
sibilidade de determinar probabilidades de uma va-
ridvel aleatéria X, com distribuicio normal qual-
quer, a partir da correspondente varidvel aleatéria
reduzida Z = (X — u)/o, com distribui¢fio normal padro-
nizada. No caso da distribuicio normal de p =2 e o = 2,
recorrendo ao comando ShadeNorm(3,4,2,2), verifi-
camos que a probabilidade de X tomar valores entre 3
e 4 ¢ 0,149882 (ver figura 9). Transformando X em Z,
a execugio do comando ShadeNorm(0.5,1,0,1) d4-nos a
probabilidade da varidvel reduzida Z tomar valores compre-
endidos entre 0, 5 e 1 (0,5 é o valor de Z que corresponde
a X =3 el o que corresponde a X = 4) é também
0,149882 (ver figura 10).

Centremo-nos, agora, na distribui¢do normal pa-
dronizada (. = 0 € o = 1). Considerando que a probabi-
lidade da varidvel aleatéria X tomar valores no intervalo
[1, x2] € dada pela drea limitada pelo gréfico da distribui-
¢o, pelas rectas verticais X = x1 e X = x5 e pelo eixo
dos X X , conclui-se que a probabilidade de X tomar valo-
res:

— inferiores ou iguais a 1, isto &, P(X < p), € 0,5 ou
50% (ver figura 11);

— no intervalo centradg em 4 e raio o, isto é,
Plu—oc <X <p+o0)é0,683 (3 cd)ou683%
- (ver figura 12);

tada pelo gréfico e pelo eixo dos X X, o que corresponde 2
probabilidade da varigvel aleatéria X tomar qualquer valor
real, é 1 ou 100%.

Todas as propriedades, referidas anteriormente
para a distribui¢io normal padronizada, também se verifi-
cam para qualquer outra distribui¢io normal. Assim, estas
propriedades revestem-se de uma grande importancia em
duas situa¢des: na primeira, estas propriedades constituem
critérios para avaliar em que medida uma distribuicio dada
se aproxima ou ndo da distribui¢io normal; na segunda, par-
tindo do conhecimento de que uma dada distribuicio é nor-
mal, estas propriedades permitem fazer inferéncias acerca da

distribuigio.

Aproximacdes sucessivas & distribuicdo normal

Considerem-se sucessivos lancamentos de uma ou mais mo-
edas ao ar.

Aumentando o nimero de moedas lancadas ao ar
e considerando as frequéncias relativas dos valores da vari-
avel aleatdria niimero de caras (ou niimero de coroas) obtidas
podemos observar que a distribuiciio correspondente se vai
aproximando da distribuicio normal.

Consideremos 400 lan¢amentos de uma, trés e seis mo-
edas ao ar. Recorrendo a histogramas, em cada caso, re-
presentar graficamente as distribui¢tes das frequéncias
relativas da varidvel aleatéria niimero de caras e avaliar a
aproximagfo a correspondente curva normal.

Para simular o langamento de uma moeda 400 vezes, defi-
nir e representar graficamente a distribuicio das frequéncias
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relativas obtidas e representar graficamente a distribuicio e
normal correspondente, definimos e executamos na calcula-
dora os comandos seguintes:

° randInt(0,1,400)—>L1 simula o ndmero de caras ob-

tidas em cada um dos 400 lancamentos de uma moeda o
ao ar e armazena os resultados na lista L1;

° {0,1}—> U atribui 2 lista .U os valores 0 (0 caras) e 1 (1
cara); .
° “{sum(L1=0),sum(L1=1)}/400"—> UF calcula as fre-

quéncias relativas dos valores 0 e 1 e armazena os re-
sultados na lista \UF (observe-se que as aspas signifi- o
cam que a lista estd indexada a uma férmula);

° 1-varStats U, UF calcula estatisticas da distribuiciio
definida pelas listas .U e UF, designadamente T e oz
(observe-se que estas estatisticas sio necessdrias na

1-VarStats ,T,.TF calcula estatisticas da distribuicio

‘definida pelas listas . T e , TF, designadamente T e o2

(observe-se que estas estatisticas sio necessdrias na
definigiio de Y2 da etapa seguinte);

Escrever Y2=normalpdf (X, T, ox) no menu Y=, subs-
tituindo Z e oz pelos valores determinados na etapa
anterior (nfio esquecer de desactivar Y1);

Activar o Plot2, seleccionar o histograma e espe-
cificar as listas T e TF (ndo esquecer de desactivar o
Plotl);

Definir a janela [-1.5,7]x[-0.15,0.6] e premir a te-
cla GRAPH. Obtém-se, assim, o histograma da distribui-
Ao e a correspondente curva normal (ver figura 16).

Finalmente, para simular o lancamento de seis moedas 400
vezes, definimos e executamos na calculadora os comandos

defini¢io de Y1 da etapa seguinte); seguintes:

° Escrever Y1=normalpdf(X,Z ,0Z) no menu Y=, subs-  ®
tituindo T e o pelos valores determinados na etapa
anterior (observe-se que Y1 é a funciio densidade de
probabilidade da distribuicio normal com média T e
desvio padrdo oz );

®  Activar o Plot1, seleccionar o histograma e especifi-
car as listas U e UF; °
o Definir a janela [-1.5,7]%[-0.25,1] e premir a tecla
GRAPH. Obtém-se, assim, o histograma da distribuico
e a correspondente curva normal (ver figura 15). °

No caso do langamento de trés moedas 400 vezes, definimos
e executamos na calculadora os comandos seguintes:

o Ll+randInt(0,1,400)~>L2 simula o ndmero de caras e
obtidas em cada um dos 400 lancamentos de duas mo-
edas ao ar e armazena os resultados na lista L2 (recor-
de-se que antes estava armazenado em L1 o ndmero
de caras obtidas em cada um dos 400 lancamentos da
moeda);

° L2+randInt(0,1,400)—>L2 simula o nimero de caras
obtidas em cada um dos 400 lancamentos de trés mo-
edas ao ar e armazena os resultados na lista L2;

° {6,1,2,3}—>T atribui a lista , T os valores 0 (0 caras),
1 (1 cara), 2 (2 caras) e 3 (3 caras);

° “{sum(L2=O),sum(L2=1),sum(L2=2),sum(L2=3)}/ e
400"—> TF calcula as frequéncias relativas dos valores
0,1,2,3 e armazena os resultados na lista TF;

L2+randInt(@,1,400)—>L3 simula o ndmero de caras
obtidas em cada um dos 400 lancamentos de quatro
moedas ao ar e armazena os resultados na lista L3 (re-
corde-se que antes estava armazenado em L2 o ndme-
ro de caras obtidas em cada um dos 400 lancamentos
de trés moedas);

L3+randInt(0,1,400)—>L3 simula o nimero de caras
obtidas em cada um dos 400 lancamentos de cinco
moedas ao ar e armazena os resultados na lista L3;

L3+randInt(0,1,400)—>L3 simula o ndmero de caras
obtidas em cada um dos 400 lancamentos de seis mo-
edas ao ar e armazena os resultados na lista L3;

{0,1,2,3,4,5,6}—>S atribui 2 lista ;S os valores 0 (0
caras), 1 (1 cara), 2 (2 caras), 3 (3 caras), 4 (4 caras),
5 (5 caras) e 6 (6 caras);

“{sum(L3=0),sum(L3=1),sum(L3=2),sum(L3=3),sum
(L3=4),sum(L3=5),sum(L3=6)}/400" —> SF calcula
as frequéncias relativas dos valores ©,1,2,3,4,5,6 e
armazena os resultados na lista , SF;

1-varStats S, .SF calcula estatisticas da distribuicfio
definida pelas listas .S e ,SF, designadamente T e oz
(observe-se que estas estatisticas sfio necessdrias na
definicfio de Y3 da etapa seguinte);

Escrever Y3=normalpdf (X, T ,02) no menu Y=, subs-
tituindo T e oz pelos valores determinados na etapa
anterior (nfio esquecer de desactivar Y2);
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° Activar o Plot3, seleccionar o histograma e espe-
cificar as listas S e SF (ndo esquecer de desactivar o
Plot2);

o Definir uma janela [-1.5,71x[-0.15,0.4] e premir
a tecla GRAPH. Obtém-se, assim, o histograma da dis-
tribuigfio e a correspondente curva normal (ver figura
17).

Observando os gréficos das figuras 15, 16 e 17, verifica-se

um ajustamento cada vez melhor entre o histograma que re-

presenta a distribuiciio e a correspondente curva normal, o

que §é justificado teoricamente pelo facto da distribuicio bi-

nomial se aproximar da distribuigio normal com o aumento
do ntimero de moedas consideradas.

fivaliar a normalidade de uma distribuicao

Conforme foi referido antes, sabendo-se que uma dada dis-
tribuiciio é normal, ficamos a conhecer a probabilidade da
varidvel aleatéria pertencer a cada um dos seguintes inter-
valos: para o intervalo [ — o, ;t + 0] a probabilidade é
68,3%, para o intervalo [t — 20, 14 + 20] a probabilidade
€ 95,5% e para o intervalo [ — 30, it + 30| a probabili-
dade € 99,7%. Ora, este conhecimento permite-nos avaliar
em que medida uma distribuicfio se aproxima ou nfo da dis-
tribuigiio normal.

A partir dos trés intervalos considerados, estude-
mos em que medida a distribuiciio definida no exemplo se-
guinte se aproxima ou afasta da distribui¢iio normal.

Contou-se o niimero de pessoas, incluindo o condutor,
em 40 automéveis a entrada de um parque de estaciona-
mento, tendo-se obtido os seguintes valores:

N° de pessoas por automével

231124
123415

W o
0o
\S)

12 213
22 44

i

Determinando a média e o desvio padriio, obtém-se os va-
lores: T=2,5e s =1,2 (1 c.d.). Substituindo os valores
obtidos para T e para s nos respectivos intervalos, tem-se:
® [T —3,% + ] dd origem ao
(2,5 —1,2;2,5 4 1,2], ousefay [1,3;3, 7).

intervalo

Observando a tabela dada, verifica-se que pertencem
ao intervalo os valores 2 e 3, a que corresponde um

total de 21 (12+9) dados. Ou, em percentagem, 21/
40=52,5% do total dos dados.

Definindo e executando o comando (sum(L1>T-0Z and
L1<T+0x)/40)x100 na calculadora, obtém-se a percenta-
gem de dados que pertencem ao intervalo [T — s, + ]
(ver figura 18).

e [Z—2s,T+2s] di origem ao intervalo
2,56 —2x1,2,2,5+2x 1,2], ou seja, [0,1;4,9]
Observando a tabela dada, verifica-se que pertencem
ao intervalo os valores 1, 2, 3 e 4, a que corresponde
um total de 37 (10+12+9+6) dados. Ou, em percen-
tagem, 37/40=92,5% do total dos dados.

Definindo e executando o comando (sum(L1>T-20% and
L1<T+202)/40)*x100 na calculadora, obtém-se a percenta-
gem de dados que pertencem ao intervalo [T — 25,7 + 2]
(ver figura 19).

e [—3s,T+3s] dd origem a0 intervalo
2,56 —-3x1,2;2,5+ 3 x 1,2],0ouseja,[—1,1;6,1]
Observando a tabela dada, verifica-se que pertencem
ao intervalo os valores 1, 2, 3, 4 e 5, a que corresponde
todos os dados ou 100%.

Definindo e executando o comando (sum(L1>Z-30x and
L1<ZT+30x)/40)x100 na calculadora, obtém-se a percenta-
gem de dados que pertencem ao intervalo [ — 3s, T + 3]
(ver figura 20).

Assim, comparando os valores obtidos para a per-
centagem de dados nos trés intervalos com as percentagens
correspondentes a distribui¢do normal, verifica-se que a dis-
tribui¢iio do ndmero de pessoas que viajavam nos 40 auto-
mdveis se afasta consideravelmente da distribui¢io normal,
especialmente no caso do intervalo [T — s, T + s].

Na figura 21 podemos verificar o ajustamento en-
tre o histograma da distribuicio dada e a curva normal cot-
respondente.

Pela figura observa-se um considerdvel desajusta-
mento entre a curva normal e o histograma da distribuicio
dada. Pode ainda verificar-se que se trata de uma distribui-
cdo assimétrica positiva ou desviada para a direita.

Por outro lado, sabemos que a média T = 2,5 e,
determinando o valor da mediana, obtém-se Z = 2. Ora,
como T > Z, tal significa que a distribuiciio é assimétrica
positiva ou desviada para a direita.

Assim, a evidéncia obtida a partir de diferentes es-
tratégias — os intervalos centrados na média (diferindo de
8, 25 € 3s), 0 ajustamento entre o histograma da distribui-
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Figura 20. Figura 21.
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¢8o dada e a curva normal correspondente e a comparaciio
entre os valores da média e da mediana —, porque apontam
no mesmo sentido, permite-nos afirmar com maior seguran-
¢a que a distribui¢io dada se afasta da normal.

Consideracoes didaclicas

Para Batanero (2004), a realizacio de experiéncias empi-
ricas sobre a convergéncia seriam desejdveis desde a escola
bésica, pois facilitariam a compreensio dos teoremas ma-
temdticos que serfio abordados posteriormente na univer-
sidade. No entanto, estas experiéncias sdo limitadas e as
sucessdes aleatérias geradas na sala de aula convergem len-
tamente e, por vezes, falham quando sdo necessdrias a uma
demonstragfio, o que pode ser contraproducente.

Face a estas dificuldades, em geral, a simulacio de
experiéncias aleatérias recorrendo a computadores e calcu-
ladoras reveste-se de uma importancia evidente uma vez
que esta tecnologia permite, num tempo realista, gerar uma
quantidade de dados suficientemente grande de modo a evi-
tar discrepancias com as propriedades tedricas que se pre-
tende que emirjam ou se concretizem a partir dos dados.

Por outro lado, a importancia de uma abordagem
empirica & distribui¢io normal, do tipo da que aqui se pro-
pde, resulta também das dificuldades que os alunos revelam
neste tema, ndo garantido uma abordagem tedrica e tardia
a aquisicdo de significados e interpretagdes adequadas. Nes-
te sentido, um estudo realizado por Batanero, Tauber e San-
chez (2001), com alunos universitarios de uma disciplina
introdutéria de anilise de dados, revelou dificuldades vérias
dos alunos neste tema. De entre essas dificuldades, salien-
tam-se dificuldades com o célculo de valores tipificados e
seus inversos, em distinguir entre distribuicfio teérica e dis-
tribuicfio empirica e em decidir se uma varidvel aleatéria se
distribui ou ndo normalmente.

Em relagdo a avaliagio da normalidade de uma
distribui¢io, muitos alunos chegaram a conclusdes erradas
porque a sua decisfio partiu da representacfio gréfica ou re-
sultou da aplicagfio ou prova de apenas uma propriedade
(normalmente a simetria), confundindo, assim, uma condi-
¢do necessdria de normalidade com uma condicfio suficien-
te. Deste resultado pode concluir-se a conveniéncia de se
aplicar ou verificar, simultaneamente, vdrias propriedades
na avaliagio da normalidade de uma distribuiciio dada, até
porque as propriedades estudadas ao nivel do ensino secun-
ddrio sdo, geralmente, menos robustas.

Tal como foi exemplificado antes, podemos reunir
evidéncia a partir dos intervalos centrados na média, com
base na simetria (recorrendo 4 média, mediana e moda) e
sobre o ajustamento entre a representacfio grafica da dis-
tribuicio e a correspondente curva normal. Neste caso, a
confirmagfio de uma mesma conclusfo, a partir de varias es-
tratégias, permite afirmé-la com maior convicgiio, e simulta-
neamente diminuir a inseguranca e as dividas que o recurso
a uma tnica estratégia geralmente acarreta.

Notas

[11  Na exploragio dos exemplos foi utilizada uma calculadora
gréfica TI-83 Plus da Texas Instruments.

2] Pz <X <x)=
= /m1 n(z; p,0)dr =

2

1 z1 1(z—p\2
= e=7(57*) dx.
oV 2 /gg2
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