Depois do encontro CabriWorld 2004, a que me referi no niimero passado, entrei em contacto com o professor John Mason propon-
do-lhe a escrita de um artigo para esta seccdo. A minha ideia inicial foi propor um artigo sobre o assunto abordado na plendria em
Roma, porque me pareceu que seria mais vidvel o meu pedido ser aceite, por questdes de disponibilidade e de tempo do professor.

Muito amavelmente John Mason ndo sé acedeu imediatamente ao meu pedido, como escreveu um artigo especialmente
para esta sec¢do sobre um assunto completamente diferente e cujo tema estd relacionado com o seu trabalho actual.

Usando ecras mentais e electranicos

John Mason

Infrodugo

Estou muito interessado na interaccio entre ecrds mentais
por um lado e electrénicos ou e-ecrds por outro. A primeira
vista os e-ecrds parecem ser tio poderosos. Podem ser usa-
dos para representar imagens que s3o muito complexas para
serem construidas ou fixadas pela nossa mente, ou até para
serem representadas em papel. Os e-ecrds também permi-
tem movimento dindmico com toda a generalidade que lhe
estd implicita. Além disso podem ser usados para fazer célcu-
los complicados e transformag@es e para justapor € manipu-
lar imagens e simbolos. Como j4 referi hd algum tempo atrés
(Mason 1985), os e-ecrds sdo efémeros: quando se desliga a
mdquina, hd um pequeno momento antes de obtermos as
imagens mentais e durante este tempo é muito facil perderse
a ideia do que se estava a passar no e-ecré. Isto mostra a ne-
cessidade de desenvolver métodos de trabalho que levem os
alunos a fazer uma boa utilizacio dos e-ecris desenvolvendo
o controlo dos seus ecrds mentais.

Como professor e profissional de Matemdtica reco-
nhego a importancia de ser capaz de trabalhar com o que estd
no meu pensamento, portanto tenho todo o interesse em que
0s alunos também desenvolvam esses poderes mentais.

Uma das coisas mais importantes a saber fazer com
um e-ecra € desligd-lolll Antes de o desligar; é conveniente fa-
zer uma pausa e descrever o que vé e o significado para si e
para os outros, porque uma vez desligado, geralmente é mui-
to tarde: outras coisas comecam a atrair a sua atenc3o.

Vou usar um problema interessante que me foi
apresentado por John Mack (em comunicagdo privada) para
ilustrar o que quero dizer. Embora o problema em si seja in-
teressante, 0 que interessa ndo € o problema nem a sua re-
solugdo, mas sim aquilo que observa na sua atitude e o modo
como usa as suas capacidades. Isto porque as suas escolhas
quando trabalhar com os alunos no futuro irdo ser influencia-
das pelas observacBes a que foi sensivel. (Mason 2002)
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Problema

E muito mais eficaz se alguém der as instrug@es seguintes em
voz alta para um grupo do que simplesmente cada um ler
para si. Seja como for, perca algum tempol

Imagine uma circunferéncia (por favor fique no pla-
no ... eu ndo sou responsdvel pelo que possa acontecer se
tentar ir para o espagol) .

Movimente a circunferéncia no plano e modifique-a
de todas as formas possiveis, desde que permaneca uma cir-
cunferéncia: pode mudar de posi¢io através duma translacio:
pode modificar o raio; a rotagdo n3o acrescenta nada; ndo
pode, por exemplo, modificar a espessura pois um circunfe-
réncia ndo tem espessura,

A sua circunferéncia tem uma grande liberdade de
movimento, portanto vamos fazer uma restric3o.

Concentre-se na circunferéncia por um momentol!

Imagine também um ponto fixo no plano. Agora
pense na distincia entre o ponto e a circunferéncia. (NAO a
distancia entre o ponto e o centro da circunferéncial)

Modifique a circunferéncia (raio e posicio), pense
na distancia considerada e no modo como ela varia.

Se estd familiarizado com o Cabri ou qualquer ou-
tro software de geometria dindmica, entdo j§ pensou em fazer
a simulagdo num e-ecra. Peco-lhe que resista mais um pouco.
Peco-lhe mesmo que resista a tentacdo de desenhar num pa-
pel, pelo menos neste momento!

Uma vez que a liberdade ainda é muita e é dificil
medir o grau de liberdade para uma circunferéncia que pode
variar o raio e a posi¢do, vamos considerar o centro, e obser
var as diferentes posicdes que pode ocupar sob certas res-
tricdes. Isto dd-nos uma ideia da liberdade de que dispomos
para a circunferéncia.
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Problema um

Concentre-se na circunferéncia e no ponto fixo. Onde pode
estar o centro para que se mantenha a distancia inicial do
ponto a circunferéncia?

A partida pode parecer dificil. Pode tentar um caso
especial, tal como o da distancia ser zero (nesse caso que re-
lagdo tem o ponto com a circunferéncia?) Ver casos particu-
lares € uma capacidade fundamental que os seres humanos
possuem para poderem fazer generaliza¢cdes e € um instru-
mento matemdtico poderoso (Polya 1962, Mason et al 1982,
Mason 1992). Mas a finalidade de particularizar é ganhar con-
flanca e perspicdcia para voltar a generalizar. Entdo, tendo ob-
servado o ﬁhe acontece quando a distancia entre o ponto
fixo e o circunferéncia é zero, tente outros valores. Lembre-
se que o que quer saber é onde se pode posicionar o centro
para que a distancia se mantenha constante.

Ha duas coisas importantes a observar aqui. A pri-
meira é:a nocdo de invariancia é um tema importante na ma-
temdtica. Muitos teoremas e muitas técnicas sdo pensados
com base no que permanece invariante em condi¢des de
mudanca. A invaridncia ndo faz sentido sem mudanca e a mu-
danca € impossivel sem alguma relativa invaridncia para que
possa ser observada. Por exemplo, deslocamo-nos no espa-
¢o a uma grande velocidade, mas ndo nos apercebemos disso
porque tudo a nossa volta vai @ mesma velocidade. Sé nota-
mos pequenas variagdes locais em velocidades relativas.

A segunda coisa a observar é: quando alguém se
encrava num problema (e se ndo fica encravado entdo ndo é
um verdadeiro problema), muitas vezes € Util parar e pergun-
tar“O que € que eu sei?”" e “O que quero descobrir ou mos-
trar?” (Mason et al 1982). Muitas vezes escrever uma resposta
abre uma possivel linha de ac¢do. Responder a primeira ques-
tdo raramente demora mais do que uns breves segundosl!!

Algumas vezes as pessoas avangam para o que pen-
sam ser uma resposta mas que na realidade é apenas uma
conjectura, mas entdo ndo tém em atencgdo o aviso de Polya
ndo creias na tua conjectural O que é que lhe escapou? Para o
problema em questdo, as pessoas estao tdo habituadas a ver
a circunferéncia como o lugar geométrico de pontos coloca-
dos a uma distancia fixa de outro ponto que se convencem
que a resposta € uma circunferéncia. Outros observam que a
circunferéncia pode ter um raio tdo grande quando se queira
desde que se mantenha a uma distancia fixa do ponto, entdo
conjecturam um anel. Mas outros sdo mais cautelosos e con-
tinuam a mover a circunferéncia e descobrem que hd mais al-
guma coisal

Parece que a circunferéncia ainda tem muita liber-
dade. Considerou um circunferéncia de raio zero ou infinito?
Embora sejam casos especiais € matematicamente interes-
sante inclui-los quando se fazem conjecturas e teoremas. S3o
também casos particulares muito Uteis para testar conjectu-
ras.

Problema dois ;
" Considere outro ponto fixo distinto do primeiro.
Onde colocar o centro do circunferéncia para que
a distancia aos dois pontos seja a mesma?

J

Como o problema anterior envolveu uma distancia
fixa, as pessoas por vezes tendem a ndo dar atengdo a este
segundo problema. Mas tudo o que se requer (o que é que
quer?) é que a circunferéncia esteja @ mesma distancia dos
dois pontos, sem qualquer restricdo quanto a distancia.

Lembre-se do aviso feito no problema anterior: ndo
acredite na sua primeira conjectural

Este problema permite ganhar mais experiéncia na
movimentacdo da circunferéncia e na observacdo das distan-
cias, na particularizagdo e generalizacdo e no aprender a con-
centrar-se e a fixar-se numa imagem mental. Nesta altura jd
deve ter recorrido ao desenho de diagramas, mas quanto
mais tempo trabalhar apenas mentalmente mais desenvolve
o seu poder de visualizagdo mental e mais controlo terd no
futuro.

E capaz de ficar um pouco surpreendido ao consta-
tar que o grau de liberdade da circunferéncia é muito maior
do que pensou inicialmente: muitas pessoas fazem conjectu-
ras que tém a ver com mediatrizes, mas os pensadores mate-
madticos ndo acreditam nas suas conjecturas iniciais e procu-
ram desafios e/ou justificacdes.

Problema frés
Considere um terceiro ponto distinto dos anteriores.

O problema em si, agora serd evidente.

Deve querer usar o que aprendeu com o problema
dois, nomeadamente que as mediatrizes podem vir a ser ob-
jectos Uteis para o resolver.

Problema quatro

Agora vem uma experiéncia importante. Provavelmente sabe
qual vai ser o quarto problemal Se ndo, volte aos trés pri-
meiros e veja o que fica invariante e o que se modificou. Até
onde podemos continuar?

Uma vez fixada a circunferéncia com um ndmero
finito de possibilidades, é altura de olhar e ver o que poderd
variar. Por exemplo, que propriedades terdo que ter os qua-
tro pontos para haver mais do que quatro lugares para os
centros das circunferéncias que estdo a mesma distancia dos
quatro pontos?

E sempre importante parar e interrogar-se sobre o
que pode ser mudado enquanto outra caracteristica € con-
servada. Por exemplo, sempre que uma pessoa termina uma
tarefa pode interrogar-se sobre que outras questSes deste tipo
conduzem exactamente a mesma resposta? e quais sdo as pos-
siveis respostas para questdes deste tipo? E claro que isto pede
a pergunta Como serd uma questdo deste tipo? Levar os alunos
a pensar acerca do tipo de problema é um passo no sentido
de observar a generalidade exemplificada pela particularida-
de. Levar os alunos a ver o geral através do particular e ver
o particular dentro do geral € um grande avanco para o seu
pensamento matemdtico. A aprendizagem de novos tépicos
pode ser feita de um modo muito mais eficaz quando os alu-
nos espontaneamente particularizam e generalizam, conjectu-
ram e convencem (a outros e a eles préprios).

Levar os alunos a construir os seus proprios exem-
plos de objectos, especialmente (mas ndo exclusivamente)
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questoes, tende a enriquecer o seu espaco de exemplos que
podem usar no futuro, aprofundando o seu conhecimento de
conceitos e técnicas (Watson e Mason 2002, and in press)

E-ecrds

Acredita num artigo sobre pontos e circunferéncias sem
nenhuma figura? Pense por um momento que efeito teria
se eu tivesse apresentado figuras com estes problemas: o
seu olhar seria atraido para as figuras mesmo antes de dar
por isso, o que teria influenciado as suas imagens pessoais e
consequentemente acabado com a oportunidade de desen-
volver o controle sobre o que se pretende atingir

Se resistiu até agora a usar um e-ecrd, entio deve
querer fazé-lo agora. Pode facilmente construir uma macro
que tenha como objectos iniciais um ponto e uma circun-
feréncia e cujo resultado seja um segmento definido pelo
ponto e pelo ponto da circunferéncia que se encontra mais
proximo, usando uma recta que passe pelo centro da circun-
feréncia. Mas repare no raciociio matemdtico envolvido. Pen-
sar no modo de representar a distdncia de um ponto a uma
circunferéncia envolve o tipo de trabalho que teve que fazer
mentalmente para responder ao primeiro problema. H4 mui-
to que aprender acerca do papel das ferramentas, quanto a
sua adequacdo ao objectivo em causa e ainda se ajudam ou
blogueiam o desenvolvimento das aptidées naturais dos alu-
nos. Claro que a sua construgdo pode ndo lhe dar sempre a
mais curta distancia mas ajuda a ver o que estd a acontecer.

Nos problemas pergunta-se onde podem estar os
centros das circunferéncias. A experiéncia de pensar mental-
mente mostrou que hd muitas circunferéncias (pelo menos
para comegar), portanto pode ajudar se comecar pelo centro,
depois ajustar o raio até que pareca que as distincias em cau-
sa sejam as mesmas. Isto é quase uma consequéncia natural
do modo como o software de geometria dindmica trabalha:
oferece circunferéncias a partir de centros e de raios.

Se se usa um ponto, o centro duma circunferéncia
e a propria circunferéncia e se a movimentamos, pode ver-
se como a distancia entre o ponto e a circunferéncia muda.
E perfeitamente natural tentar fazer a circunferéncia com um
raio muito grande e tentar descobrir o que acontece se o
ponto estiver no seu interior. Como purista resisto a invo-
car medidas. Em vez disso vejo-me naturalmente a usar o
teorema do valor intermédio: muitos alunos usi-lo-do como
um teorema em acgdo como Geérard Vergnaud (1981) o des-
creveu, pois sabem intuitivamente que se numa dada posicio
um comprimento € maior que outro e noutra posicio é ao
contrdrio, deve haver uma posico intermédia onde sio iguais.
O que é importante é n3o ensinar aos alunos os factos anteci-
padamente mas sim, que a partir da experiéncia a sua intuicio
se revele.

Se usar dois ou trés pontos, rapidamente se aperce-
be onde o centro da circunferéncia deve estar, para conser-
var a igualdade das distdncias entre a circunferéncia e os dois
pontes fixos. Para trés ou mais pontos é natural construir as
mediatrizes e aperceber-se do papel que elas t&m, mas ago-
ra de uma maneira de algum modo nova, através do uso do
teorema do valor intermédio.

Quando move a circunferéncia, pode ter a tenta-
¢do, como eu tive, de mostrar a mais alguém. As imagens no
ecrd revelam muito acerca da liberdade da circunferéncia e
das possiveis posicSes do seu centro. Mas ver outra pessoa
movimentar os objectos ndo é a mesma coisa que ser vocé
a fazé-lo. Usando um ficheiro que outro construiu nfo é tio
motivador como fazer a sua prépria construcio. Embora mui-
tas vezes possa ser Util ver como outra pessoa movimenta os
objectos e explora relagdes, especialmente se vao trocando
opiniGes acerca do que estd a ser feito (mais facil quando se
tem esse hdbito do que num caso esporddicol)

Como mateméticos o nosso desejo de explicar
contribuiu para um desejo de controlar o que os outros es-
tdo a descobrir Mary Boole chamou teacher lust (Tahat 1972)
a este desejo de explicar O que interessa NAO ¢ que os alu-
nos cheguem a uma resposta, mas que desenvolvam as suas
proprias aptidSes matemdticos e a sua identidade psico-social
através do que ganham em auto-estima, auto-confianca e no
maior controlo sobre a sua atencio.

Gavriel Salomon (1979) focou a importancia das
imagens na aprendizagem da Matemdtica, querendo ele di-
zer com isso, imagens que foram absorvidas de diagramas e
e-ecrds, que podem enriquecer no futuro as imagens mentais.
Mas ndo basta simplesmente estar exposto a imagens para
ter acesso a elas apropriadamente no futuro. E geralmente
necessdrio ter feito algum trabalho com elas. Por exemplo
pode ser muito Util deixar no ecrd uma imagem estdtica en-
quanto mentalmente se imagina o movimento. Entdo pode
testar as suas conjecturas e ver o que realmente se passa. Os
alunos que prevéem o que vai acontecer e fazem conjectu-
ras sdo muito mais capazes de no futuro fazerem e testarem
conjecturas do que aqueles que ficam simplesmente a espera
que lhes digam o que procurar e o que aconteceu, ou era su-
posto acontecen

Reflexdo

Antes que se apresse a contar a outros o que descobriy,
pode melhorar mais efectivamente a sua prética futura se pa-
rar por um momento e rever os altos e baixos que teve ao
trabalhar os problemas. O que notou quando ficou encravado,
quando continuou, quando fez conjecturas sem acreditar mui-
to nelas, e quando usou os seus diversos conhecimentos?
Que analogias pode haver com a atitude dos alunos nas suas
aulas? Como pode oferecer tarefas e interagir com os alunos
para levé-los a usar e desenvolver as suas aptiddes mentais de
sentido matemadtico?

Bibliografia

Mason, J. & Burton L. & Stacey K. (1982). Thinking Mathematically, Lon-
don: Addison Wesley. B

Mason, J. 1985, What Do You Do When You Turn Off The Machine?,
preparatory paper for ICMI conference March, The Influence of
Computers and Informatics on Mathematics and its,Teaching. Inst.
de Reserche Sur 'Enseignement des Mathematiques, Stras-
burg, pp. 251-256.

i

Janeiro | Fevereiro || 2005

35




Mason, J. (1998, 2nd edition). Learning & Doing Mathematics. York:
QED.

Mason, J. (2002). Researching Your Own Practice: the discipline of noticing.
London: Routledge-Falmer.

Polya, G. (1962). Mathematical Discovery: On understanding, learning,
and teaching problem solving (combined edition). Wiley, New
York.

Salomon, G., (1979). Interaction of Media, Cognition and Learning, Lon-
don: Jossey-Bass.

Tahta, D. (1972). A Boolean Anthology: selected writings of Mary Boole
on mathematics education. Derby: Association of Teachers of
Matherfatics. ¢

Vergnaud, G. (1981). Quelques Orientations Théoriques et Métho-
dologiques des Recherches Francaises en Didactique des Ma-
thématiques. Actes duViéme Colloque de PME. vol 2 pp. 7-17,
Grenoble: Edition IMAG.

Watson A. & Mason, J. (2002). Student-generated examples in the le-
arning of mathematics. Canadian Journal of Science, Mathema-
tics and Technology Education, 2 (2) 237-249.

Watson, A. & Mason, ). (in press). Mathematics as a Constructive Acti-
vity: the role of learner-generated examples. Mahwah USA: Erl-
baum.

Nofa biografica

John Mason é professor de educacdo matemdtica na Open
University. Ensinou matemdtica durante 45 anos, desenvol-
vendo métodos de trabalho para apoiar pessoas cuja drea de
trabalho € o pensamento matemdtico dos alunos.

Os seus interesses centram-se no papel que as ima-
gens mentais tém no ensino e na aprendizagem da matema-
tica; no uso de ferramentas electrdnicas, e ndo sé, no ensino
e na aprendizagem; no papel que tém a especializagdo e a ge-
neralizacdo em particular; o desenho e o uso de tarefas pe-
dagogicamente relevantes; o papel dos exemplos nas aulas de
matemdtica e o papel desempenhado pela estrutura da aten-
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