Teoria de jogos: Jogos de n-jogadores

Todos os trabalhos até agora apre-
sentaram consideragdes sobre jogos
de dois jogadores. Constatamos que
a medida que incluiamos mais con-
sideragdes os jogadares perdiam o
controlo sobre as consequéncias das
suas decisoes. E de facto, nos jogos
de dois jogadores de soma zero com
pontos de equilibrio, os participantes
podiam sempre conseguir o payoff
matematicamente, se nao havia equi-
librios poderiam obté-lo como valor
médio. Nos jogos de dois jogadores
de soma variavel estes tinham de
partilhar o controlo dos payoffs com
0 seu opositor, mas em contrapartida
podiam influenciar os seus payoffs,
podendo utilizar esta dependéncia
como uma ameaga. Vamos agora
mostrar que nos jogos de n-jogado-
res, tudo se pode tornar mais dificil.

1. A teoria de von Neumann-
Morgenstern

John von Neumann e Oskar Morgens-
tern foram os primeiros investigadores
a definir os jogos de n-jogadores e in-
troduziram o seu conceito de solugéo.
Todo o trabalho desenvolvido desde
entdo para jogos de n-jogadores esté
fortemente influenciado pela obra
daqueles investigadores e o livro que
escreveram sobre esta matéria, The
Theory of Games and Economic Beha-
« viour converteu-se num classico sobre
esta matéria. Vamos discutir o mé-
todo de von Neumann-Morgenstern
apresentando um exemplo concreto.

Suponhamos que trés empresas

— E1, B3 e B3 — valem cada uma
1€. Imaginemos também que duas
delas, ou as trés, podem formar uma
coligagéo. Se se formasse essa co-
ligagédo, o grupo valeria mais 9€, ou
seja, a coligacéo de duas empresas
valeria 11€ e a de trés valeria 12€: o
€ que valia cada empresa mais os 9€
da valorizagéo da coligagéo. Suponha-
mos que as trés empresas estdo per-
feitamente informadas desta situagdo
e, para simpliﬁcar, admitamos que a

valorizagdo em termos econdmicos &
igual a quantidade de dinheiro envolvi-
da. Falta determinar qual a coligagéo
que se formara, e como se repartira
o dinheiro entre os sécios. Para isto
vamos fazer algumas observagoes
sobre os jogos de n-jogadores.

2. A forma da fungio caracte-
ristica

O jogo, tal como o descrevemos,
diz-se que esta na forma caracteris-
tica. A cada coligagéo associa-se um
nimero: o valor da coligagéo. O valor
de uma coligagdo tem o mesmo sig-
nificado do payoff definido nos jogos
de dois jogadores, e é igual a quantia
minima que pode obter a coligagdo se
todos os seus elementos se associam
€ jogam em equipa.

Para muitos jogos, a descrigdo mais
natural é a forma da sua fungéo carac-
teristica. Por exemplo, na Assembleia
da Republica, as decisées séo toma-
das pela maioria de votos e é evidente
o valor da coligagédo. Uma coligacdo
que engloba a maioria dos jogadores
tem todo o poder; uma coligagéo sem
maioria nédo tem nenhum. No caso de
uma coligagdo entre compradores e
vendedores e um mercado sem res-
tricbes, o valor da coligagéo nao é tao
evidente.

No método de Neumann-Morgens-
tern, estes comegam com um jogo de
n-jogadores na sua forma normal. As
possiveis estratégias dos jogadores
podem ser emitir um voto, fixar uma
quantidade, fixar um preco, contratar
um certo nimero de empregados, etc.
Montado o cenério do jogo, Neumann-
Morgenstern questionam o que se
passaria se se formasse uma coliga-
¢éo de jogadores — C'— e esta deci-
de actuar em unissono para conseguir
o maximo payoff conjunto que permite
o jogo. Quanto poderia obter C?

Este problema, de acordo com Neu-
mann-Morgenstern, & exactamente
igual ao que se depara num jogo com
dois jogadores. Os elementos de C
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constituem, de facto, um sé jogador,
e assim podemos calcular o maximo
payoff possivel de C' supondo que os
jogadores que nao fazem parte da co-
ligacéo actuam hostilmente contra ela.
Este payoffé designado por V(C), é
definido como o valor da coligagdo C,
e o valor e qualquer coligagéo pode
ser calculado da mesma forma.

Esta metodologia leva-nos a per-
guntar se os jogadores excluidos da
coligacéo irdo realmente minimizar os
payoffs de C. Neumann-Morgenstern
afirmam que sim desde que o jogo
seja absolutamente competitivo. Por
esta razdo, Neumann-Morgenstern
supdem que o jogo de n-jogadores é
de soma zero, isto é, que se ao valor
de qualquer coligagéo C' se adicionar
o valor da coligagdo composta pelos
jogadores restantes n&o incluidos em
C, a soma sera sempre a mesma.
Torna-se evidente que, no caso de
mais de duas coliga¢des, a soma dos
payoffs a cada uma podera diminuir,
mas nunca aumentar.

3. Superaditividade

Dada a existéncia de muitas classes
diferentes de jogos de n-jogadores, os
valores associados as coligagdes po-
dem adaptar-se a quase qualquer mo-
delo. Existe uma relagéo fundamental
entre os valores de certas coligagdes,
gue é consequéncia da forma como
séo definidos estes valores.

Suponhamos C; e C5 duas coliga-
¢bes sem jogadores comuns. Imagine-
mos que se forma uma nova coligagéo
composta por todos os participantes
que estavam em C; e (3, esta nova
coligagéo designa-se por Cy U Cy. E
evidente que o valor.da nova coliga-
¢éo deve ser pelo menos igual & soma
dos valores de C; e Csy. Os elemen-
tos de C; podem adoptar a estratégia
que lhes assegure V,(C1), e os de C,
a que lhes garante V(C,). Desta for-
ma, Cq, U Cy pode obter como minimo
V(C1) + V(Cy). Este requisito, que
deve ser satisfeito pela fungéo carac-
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teristica chama-se superaditividade.
Doutra forma, uma coligagéo ca-
racteristica é superaditiva se para
quaisquer duas coligagdes C; e Cy
que ndo tém jogadores comuns,
V(Cy) + V(Cs) < V(C1UCY).

Voltemos ao problema original. Uma
possibilidade plausivel é que os trés
jogadores se unam. Neste caso, a
simetria sugere que cada jogador re-
ceba um payoff de 4€. Designemos
este payoffpor (4, 4, 4), no qual os
montantes indicam, respectivamente,
o valor recebido pela empresa Ej,

E, e Ej3. Outra possibilidade é a co-
ligacéo entre apenas duas empresas,
por exemplo E, e E3, e que repartem
equitativamente os 11€ deixando o
remanescente para a empresa E;.
Neste caso o payoff seria (1, 5.5,
5.5), pois E; apenas obteria o seu
valor inicial de 1€. Por ultimo, existe
também a possibilidade das empresas
ndo chegarem a acordo quanto a uma
coligagdo. Neste caso o resultado se-
ria um payoff de 1€ para cada empre-
sa, isto é, o resultado seria (1, 1, 1).
Para ver se algum destes resultados,
ou outro qualquer, é provavel que se
concretize, imaginemos como pode-
riam desenvolver-se as negociagdes.

Suponhamos que alguém comegca

por propor uma solugéo de (4, 4, 4).
Isto parece o mais justo. No entanto,
uma empresa mais ambiciosa, por
exemplo E1, da-se conta de que pode
fazer melhor se se associar apenas a
uma das outras duas empresas, su-
ponhamos F,, e propde-lhe distribuir
equitativamente o beneficio extra. O
payoff seria (5.5, 5.5, 1). Esta altera-
¢80 serd uma proposta muito mais ali-
ciante. Ambas as empresas ganhariam
mais se a coligagéo fosse formada por
elas apenas. Claro que a empresa E3
ndo iria gostar muito da ideia apesar
de pouco ou nada poder fazer para

" contrariar esta situagéo, pelo menos

74

directamente. Mas Es pode fazer
uma contra oferta. Pode conversar
com E5 e propor-lhe um payoff de

6€ se abandonar E; enquanto ela se
contentaria com um payoffde 5€. O

resultado seria (1, 6, 5). Se E, aceitar

a contra oferta de E5, sera agora E;
que devera voltar as negociacdes para
conquistar um melhor payoff.

Intuitivamente estamos ja antever
um processo de negociagdes longo
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e instavel, para cada payoff existem
sempre dois jogadores que podem
obter conjuntamente mais de 8€ e
unindo-se podem levar até aos 11€.
Logo este processo néo serve.

4. Os resultados possiveis e a
racionalidade individual

Quando nos deparamos pela primeira
vez com um jogo de n-jogadores, 0
primeiro impulso consiste em procurar
a melhor estratégia para cada joga-
dor e encontrar o payoff que poderia
esperar-se que obtivesse um grupo e
jogadores inteligentes. Isto &, tentar-
se-ia adaptar a teoria que se aplica
aos jogos de 2 jogadores. Quando

se comega a desenvolver o jogo
constata-se que isto € um objectivo
demasiado ambicioso. Até os jogos
mais simples s&o muito complexos
para permitir um s6 payoff. Além disso
se se estabelecesse tal teoria ela ndo
reflectiria a realidade pois geralmente
existe sempre uma grande variedade
e resultados possiveis quando se joga
na vida real. O que se passa é que ha
demasiadas variagbes relevantes para
se poderem introduzir todas dentro
de uma teoria formal como por exem-
plo a capacidade de negociagéo, as
pressbes sociais, a habilidade de cada
jogador, etc.

No entanto, o que podemos fazer é
limitar o nimero de resultados possi-
veis eliminando aqueles que claramen-
te ndo se verificam na pratica. Isto é o
que fazem Neumann-Morgenstern em
primeiro lugar. A teoria de Neumann-
Morgenstern supde que o payofffinal
seré um Jptimo de Pareto — néo exis-
te nenhum outro payoff para o qual
algum jogador possa melhorar o seu
resultado sem piorar o resultado dos
outros jogadores. Aparentemente isto
parece razoavel. Voltando ao nosso
problema original podemos colocar

a questéo: porqué as empresas se
contentam em receber um payoff de
(1, 1, 1) contra um payoffde (4, 4, 4)?
Neumann-Morgenstern supem tam-
bém que o payofffinal tem de ser indi-
vidualmente racional — cada jogador
tem que obter com o payoff final pelo
menos o que conseguiria obter quan-
do estava sozinho. No nosso exemplo
isto significa que cada jogador deveria
obter pelo menos 1€.

Quando se tem que decidir quais os
resultados plausiveis é necessério
verificar se os resultados séo colate-
ralmente racionais. Isto é, os elemen-
tos de cada coligagéo recebem um
payoff total pelo menos igual ao que
obteriam quando estavam incluidos
noutra coligagéo mais restrita. Por que
formariam uma coligagéo os jogadores
se poderiam obter um melhor resul-
tado se se mantivessem numa outra
coligagdo anterior?

O problema consiste na possibili-
dade de ndo acontecer um payoff
racional para a coligagdo ampliada.
Se (a, b, c) fosse uma coligagdo com
racionalidade, entéo e; + ey > 11,
e1+e3 > 11 e es +e3 > 11; somando
ambos os lados da inequagao, e divi-
dindo ambos os membros por 2 obte-
riamos que e; + ez +e3 > 16.5, que
é impossivel pois o valor da coligagéo
das trés empresas é 12€.

Os payoffs colateralmente racionais,
considerados em conjunto, consti-
tuem o ndcleo, o centro de gravidade
do jogo. Se um jogo ndo tem nicleo
seré instavel no sentido de que qual-
quer que seja o payoff, existe outra
coligagéo que tem mais poder, e
motivagdes suficientes, para altera-lo
e procurar outro resultado mais van-
tajoso. Se no exemplo que estamos a
analisar, o valor da coligacéo das trés
empresas fosse de 20€ em vez de
12€, um payofffinal estaria no nicleo
do jogo se cada jogador recebesse
pelo menos 1€, cada par obtivesse
um minimo de 11€, e claro o payoff
total das trés empresas fosse 20€.

Voltemos ao nosso exemplo mas
supondo que as propostas dignas de
consideragéo séo as individualmente
racionais, isto &, os payoffs que s&o
optimos de Pareto. Formulando-se
uma proposta (coligagéo e payoff as-
sociado) sob que condigbes podera
esta ser ultrapassada por outra pro*
posta alternatiya?

O primeiro requisito é que exista um
grupo de jogadores suficientemente
forte para poder esbogar uma oferta
alternativa. Além disso, os jogadores



que fazem a nova proposta devem es-
tar convenientemente motivados para
isso, o que significa, em Ultima anali-
se, que cada um deles passara a estar
em melhores condigdes do que na
coligagao anterior. Nestas condigdes
dizemos que a nova coligagio domina
a anterior, e chamaremos a esta nova
coligagédo conjunto efectivo.

Para vermos como funciona tudo isto
no nosso exemplo, suponhamos que
a coligacédo original é composta pelos
trés jogadores com o payoff (5, 4, 3).
O payoff alternativo (3, 5, 4) ¢ prefe-
rido por E, e E3, uma vez que cada
um receberia mais 1€. Dado que E»
e F3 podem chegar até aos 11€ se
actuarem em conjunto, podem impor
um novo payoff. Entéo (3, 5, 4) domi-
na (5, 4, 3) com E, e E5 como con-
junto efectivo. Por outro lado, se (1,
8, 3) fosse o payoff alternativo a (5,
4, 3), ndo seria aceite pois ainda que
quaisquer dois dos jogadores possam
propor esse payoff, ndo existem dois
jogadores que, simultaneamente, es-
tejam incentivados para o fazer. Tanto
E; como Ej3 prefeririam o anterior e
Es, que é o jogador verdadeiramente
interessado neste resultado, ndo tem
forga suficiente por si sé para o fazer.
O payoff (6, 6, 0) seria um resultado
preferivel ao original por F4 e E;3
simultaneamente, mas para obter um
payoffde 12€ os trés jogadores tém
de estar em acordo, e evidentemente
FE5 nao estara.

Uma forma de ilustrar este raciocinio
baseia-se na seguinte propriedade
geomeétrica:

‘ e: Num tridngulo equi-
latero a soma das disténcias de
qualquer ponto interior aos trés
lados é a mesma.

No nosso exemplo um payoff é um
resultado plausivel se todos os joga-
dores recebem pelo menos 1€, e a
soma os resultados obtidos ¢ igual a
12€. Todas as combinagdes possiveis
que cumprem estas condigbes podem
representar-se graficamente pelos
pontos interiores de um triangulo equi-
latero-que estejam separados um pon-
to no minimo de cada lado. Na figura
seguinte, os resultados admissiveis
estéo representados pelos pontos
situados no interior da zona sombre-
ada, e o ponto Pindica o payoff (2, 2,
8. (Figura 1)

Jogador E, } \\\ Jogador E,

Jogador E;

Na figura seguinte, o ponto Q re-
presenta o payoff (3, 4, 5). Na area
raiada horizontalmente encontram-se
todos os resultados possiveis que
dominam Q pelo conjunto efectivo Es,
e Es. Tanto E5 como E; conseguiriam
mais com qualquer resultado incluido
na area raiada horizontalmente com o
payoffrepresentado por @. (Figura 2)

Jogador E; Jogador E,

Jogador E3

As zonas raiadas vertical e diagonal-
mente, representam os resultados
com os quais 0s conjuntos efectivos
I e E3 e E; e E5 dominam @, res-
pectivamente. As zonas sem raiado
sé&o as solugbes dominadas por @, e
as linhas de tragos descontinuos nem
dominam nem sé@o dominadas por Q.

Se nos pedissem para escolher um
Unico payoff como o resultado previs-
to de um jogo, o candidato mais atrac-
tivo seria aquele que nao fosse domi-
nado por nenhum outro. No entanto,
podemo-nos deparar com a existéncia
de vérios payoffs nestas condigbes
ou, pode ser que néo exista nenhum
payoffnessas condigdes. Como vi-
mos no nosso exemplo, cada payoff
era dominado por muitos outros. De
facto, a relagéo de dominio é o que
nés matematicos chamamos intransi-
tiva. O payoff P pode dominar Q que,
por sua vez pode dominar um outro R,
por sua vez R pode dominar P. Esta é
a razéo pela qual as negocia¢ées po-
dem ser eternas.

Von Neumann-Morgenstern recusa-
ram encontrar um payoff que resul-
tasse como solugéo Unica para todos
os jogos de n-jogadores. Para estes

investigadores uma solugéo consiste
numa ou mais imputagées que tém em
conjunto uma certa consisténcia inter-
na. Por outras palavras, uma solugéo
S. E um conjunto de restricoes que
tem propriedades essenciais:

® Nenhuma restrigdo que esteja com-
preendida na solugdo pode estar
dominada por outra restrigdo que
também esteja dentro da solugéo;

® Qualquer restricdo que ndo esteja
compreendida na solugéo, esta
dominada por outra restrigdo que
esteja dentro da solugéo.

Actualmente o dinamismo da Teoria
de Jogos é maior do que nunca, con-
tudo, muito ha ainda por fazer, apesar
das amplas aplicagdes desta disciplina
ela possui limitages proprias. Os
pressupostos impdem restricbes que
guiam a acgéo dos jogadores envol-
vidos, sem nenhuma consideragao
sobre a personalidade dos mesmos;
mas quando o jogo é jogado sdo os
agentes que definem o que é conside-
rado como objectivo desejavel.

Sem intengédo de trazer descrédito as
técnicas e anélises estudadas, como
é dbvio, as suas limitagdes séo apon-
tadas com o objectivo de permitirem
ao leitor adquirir uma consciéncia
clara das limitagdes dos métodos ana-
liticos que se estudam, pois sem isso
“podemos tornar-nos seus escravos
ao invés de seus senhores”.
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