Investigando com cdlculos
~ repetidos

Celina Pereira

Cilculos repetidos (1)

Quando se coloca um célculo simples
no computador ou na calculadora

‘e em seguida se faz a repeti¢éo do
mesmo célculo vérias vezes, podem
acontecer coisas aparentemente
estranhas. Vais investigar algumas
delas recorrendo a calculadora.

1. Escolhe um niimero e insere-o
~ na calculadora. Regista-ono
caderno.
2. Pressiona a tecla [ENTER]
3 Pressions. .
+ (verifica que surgiu ANS+)
2 & i . -

4. Continua a pressionar

5. Regista os novos nimeros.

* Descobre uma lei de formagéo.

6. Faz variar o valor que introdu-
ziste inicialmente e repete o
processo. Confirma se a tua lei
de formagao continua vélida e se
constitui um bom processo para
calcular um termo de qualquer
ordem.
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Cilculos repetidos (2)

Modlificar levemente as coisas pode
fazer uma grande diferenga no que
acontece. Esta experiéncia utiliza os
mesmos niumeros e sinais, mas a
ordem é diferente. O que € que achas
que acontecera desta vez? Pensa
antes de fazeres.

Célculos repetidos-(3)

Os matemaéticos querem sempre
descobrir mais acerca da matematica.
Por isso, continuam a mudar as coisas
para descobrir o que acontecera.
Desta vez fez-se outra alteragéo.

Sé como um verdadeiro matematico.

Experimenta, olha, pensa.

1. Escolhe um nimero e insere-o na
calculadora. Regista-o.

2. Pressiona a tetla
3. Pressiona:
* (verifica que surgiu ANS*)
S
+
2
ENTER

4. Continua a pressionar [ENTER]. Se
continuasses a pressionar
durante muito tempo o que € que
achas que aconteceria?

5. Faz variar o valor inicial que
introduziste e repete o processo.
Confirma-se a tua previsdo ante-
rior ou néo?

6. Cada um dos novos nimeros
que te aparecem € um termo de
uma sucesséo. Regista, de uma
forma organizada, o processo de
geragdo de nimeros feito pela
calculadora (Sugestao: Se indica-
res as operagdes sem efectuar
os calculos perceberas melhor o
processo de geragao).

7. Compara os teus resultados com
os dos teus colegas. Sdo seme-
lhantes ou diferentes? Em qué?
Porqué?

Contextualizando a tarefa

No ano lectivo 2003/04, leccionei
Matematica a trés turmas do 11° ano.
No inicio de Maio, quando me pre-
parava para iniciar o ultimo tema do
programa, Sucessoes, decidi realizar
com os alunos uma tarefa de investi-
gacéo que me tinha cativado desde o

primeiro momento — foi mesmo amor

a primeira vista.

Em tragos gerais, trata-se de efectuar,
com a calculadora uma determinada
sequéncia de célculos, repetir as
vezes que for necessario e observar
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1. Escolhe um nimero e insere-o
na calculadora. Regista-o no
caderno.

2. Pressiona [ENTER

3. Pressiona:

/ (verifica que surgiu ANS /)
2

+

3

ENTER

4. Continua a pressionar [ENTER

5. Faz variar o valor inicial que intro-
duziste e repete o processo. Es
capaz de fazer uma conjectura
para o que aconteceu?

6. Experimenta com outros nime-
ros. Confirma-se a tua conjec-
tura?

7. Discute os resultados com os
teus colegas.

e analisar os nimeros obtidos. Esses
niimeros constituem sequéncias ou
sucessdes que podem ser analisa-
das de forma diferente quando se
conhecem e dominam os conceitos
relacionados. Mas eu decidi propor

a tarefa aos alunos antes de iniciar o
novo tema. Penso que nessa altura os
seus raciocinios nao estéo viciados
em novos conceitos e procedimentos
e, dai, a minha curiosidade em relacéo
a forma e a linguagem com que os
resultados iriam ser apresentados.

A tarefa foi realizada numa aula de 45
minutos, em grupos de 3 ou 4 alunos,

com indicagéo para todos registarem
as notas que julgassem convenientes,
pois na aula seguinte deviam entregar-
me os correspondentes relatérios indi-
viduais, podendo, por isso, continuar
as investigagbes em casa, se assim o
entendessem. Por condicionantes de
horarios, numa das turmas, os ditos
45 minutos eram a primeira parte de
um bloco de 90. Como ja estdvamos
em contagem decrescente para o final
das aulas e havia um tema inteiro para
leccionar, aproveitei a segunda parte
desse bloco para introduzir alguns
conceitos relativos as Sucessoes.
Como era de esperar, alguns alunos
incorporaram no seu relatério alguns
desses conceitos. Na totalidade das
outras duas turmas, apenas uma aluna
apresentou alguma notacéo especifica
das sucessdes (ainda nédo apresen-
tada na aula) apos consulta efectuada
ao manual escolar, o que, aliés, é seu
habito.

Durante a realizagéo da tarefa nao
surgiram dificuldades na interpretagéo
das instrugées contidas no enunciado.
Foi gratificante observar as reac¢oes
de satisfagéo dos alunos quando
faziam alguma descoberta significa-
tiva, me solicitavam no sentido de

se assegurarem de que iam no bom
caminho e eu os incentivava a conti-
nuar, colocando, eventualmente, ques-
tées que os ajudassem a prosseguir.

Os relatérios

A sequéncia obtida na primeira explo-
ragdo consistia num conjunto de
termos de uma progresséo aritmética
de razéo 6 (2x3).

A maioria dos alunos referiram que se

T
T
Ans+2+3
13
12
23
31
|

iam obtendo niumeros de 6 em 6 e,

como lei de formagao, indicaram, sim-
plesmente, z + 6° ou y = = + 6.
Houve, no entanto, respostas mais
completas:

e z=y+2(2x3),emqueyéo
nimero escolhido e z o nimero de
vezes que a operagéo foi repetida
(Joni, 11°C)



e y=x+6xn<Sy=x+6n
Em que:
x: € o nimero escolhido
y: € o resultado obtido quando se
repete o processo
n: n° de vezes que se repete o pro-
cesso (Ana Isabel, 11°B)

® ‘“qualquer que seja o nimero, &
igual ao seu anterior adicionado de
6 unidades " (Inés Prata, 11°F)
(Jodo Nobre, 11°C)

b1 =5
th =tha1+6

Em relagdo a segunda investigacéo
dos célculos repetidos, a maioria dos
alunos registou a lei de formagéo de
forma correcta.

(sendo b um nimero qualquer);
w1

Eis alguns exemplos:
13

Arns*®3+2

Cod=bdfe =
LU e T Lol &

-
Ll L
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“A lei é o nimero anterior multiplicado
por A (neste caso é 3) e sé depois

lhe é somado B (neste caso 2)" (Jodo
Nuno, 11°B)

“... tendo um nimero qualquer na
operag&o inicial, o resultado do
ndmero seguinte vai ser sempre a sua
multiplicagédo por x mais a soma de 3"
(Ana Moita, 11°B)

“... os resultados obtidos servem de
ponto de partida para a repetigéo do
processo, o qual pode ser traduzido
pela expresséo = x 3 + 2, onde x
representa um termo qualquer da
sucesséo, ao qual é aplicada aquela
operacéo” (Diana, 11°B)

“... o modo de formag&o & multipli-
cando o resultado anterior por 3 e
somando 2, pelo que se pode con-
cluir uma definigdo por recorréncia
th =(tn—1 x 3)+2,n>1, em que
t1 =z ." (Pedro Silva, 11°C)
Quanto a concluséo relativa as

sequéncias obtidas, a maioria dos
alunos referiu que se obtinham

15E7 962251
5453858045
162716685410
4.8814981581c1@
1.464449445611
4.3933458345611
1.31500450412

“nimeros cada vez maiores”, mas
também houve quem concluisse que
n&o era bem assim:

“... para nimeros iniciais positivos, os
resultados obtidos s&o sempre supe-
riores ao resultado anterior e que para
numeros iniciais negativos, os resul-
tados obtidos sdo sempre inferiores
ao resultado anterior” (Ana Fajardo,
11°C)

“Ao pressionarmos continuamente a
tecla Enter, o nimero tornar-se-a cada
vez maior (...), pois ao fim de algum
tempo comegam a ser escritos sob

a forma de poténcia. Se o nimero
inicial for negativo, o resultado é exac-
tamente ao contréario, uma vez que
quanto mais pressionarmos a tecla
Enter, o resultado serd um ndmero
cada vez mais pequeno.” (Nadia,
119

A terceira investigac&o era a mais
desafiante. E as relages descobertas
pelos alunos foram também as que
mais me surpreenderam.

g1t

Ans-2+3

Os alunos descreveram, com mais ou
menos pormenores o que observa-
ram:

“Ao variarmos o valor de z, con-
cluimos que o resultado continuava
a tender para 6. Ex.: 7/2 + 3 x 6;
5/2+3x6;10/24+3 x 6.

0
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Contudo, observdmos uma pequena
diferencga, quando estudamos por-
menorizadamente os nimeros 5 e
10. Quando z > 6, o resultado inicial
maior que 6. Ao longo das vezes que
pressiondmos no Enter, esse nimero

«diminuia e tendia para 6. Por outro

lado, quando z < 6, acontecia o
oposto, isto é, o resultado comecava
menor que 6, até que/tendia para este
valor. (Ana Marguerita, 11°C)
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Quando a aluna escreve, por exemplo,
5/2 + 3 x 6, quer dizer que ao con-
siderar 5 o nimero inicial, dividindo-o
por 2 e adicionando 3 ao quociente e
repetindo o processo algumas vezes,
obtém-se uma sequéncia de nimeros
que tendem para 6.

“Tal facto acontece apenas quando o
numero pelo qual se divide néo é 1,
pois, deste modo, estariamos apenas
a adicionar o nimero que lhe seguia,
nunca obtendo um nimero que néo
mudasse mais” (Sandra, 11°B)

QOu

“Quando a = 1, a sequéncia nunca
atinge um valor constante, pois a
operagéo é reduzida a uma simples
adicao” (Diana, 11°B)

Os alunos formularam conjecturas e
testaram-nas:

“Basta agora determinar uma maneira
de chegar a esse nimero, estudando
a sua origem. Sera que o 6 provém de
2 x 37 Ao experimentar com outros
numeros conclui que ndo.” (Ana
Isabel, 11°B)

Uns tentaram compreender o que
acontecia:

“Ora, aqui veio uma surpresa. Apa-
rentemente, qualquer que seja o
valor de z, quanto mais se avanga

na sucesséo, mais esta se aproxima
de 6. Porqué? Para descobrir isso,
constatdmos que 6 era o nimero que
n&o se alterava aplicando a operagéo,
pelo que o tomédmos como referéncia.
Se o niimero inicial fosse maior que

a referéncia, dividi-lo por 2 faria com
que se cortasse mais que 3, metade
da referéncia, pelo que ao somar 3
isto iria criar uma aproximacéo a 6 que
deixaria o resultado mais préximo de
6-que antes, repetindo-se o processo.
Se o valor inicial fosse menor que a
referéncia, dividi-lo por 2 iria cortar
menos que 3, pelo que ao adicionar 3
o resultado se aproximaria de 6 e por
ai adiante” (Pedro Silva, 11°C)

Alguns dos alunos que encontraram
uma expresséo para o valor do limite
da sucessao, justificam-na como
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resultado de v rias tentativas. Essa
expressao assumiu diferentes formas
(equivalentes):
yxz Y
y—1 k|
Mas houve quem pormenorizasse
essas tentativas:

+ty

Outro padrao encontrado foi o0 modo
como se obtém os nlimeros para que
o resultado tende. (...) No caso do 2 a
dividir, foi facil perceber a relagéo: era
sempre a multiplicar: 2 x 3 =6,
2x4=8,2x5=10, etc. Nos
outros foi mais dificil pois obtinhamos
os nimeros na forma decimal e néo
encontravamos padréo. S6 aquando
de uma dica da professora para
pormos os nimeros em fracgdo é
que repardmos que o modo era igual,
era também a multiplicar. No entanto,
era s6 para o numerador. Todos os
resultados em frac¢do davam para o
denominador o mesmo niimero. Esse
ndmero com o 3 a dividir era sempre
2, parao4era3, parao b, era4 (..
sempre um ndmero abaixo do nimero
que estava a dividir na expresséo ini-
cial. Uma formula para descobrirmos o
ndmero para o qual vai tender o resul-
tado é: (tendo em contaque oz é 0
nimero que esta a dividir e y o que
estda soman) z xy/(x —1)." (Ana
Moita, 11°B)

Depois das tentativas iniciais houve
quem encontrasse um raciocinio
l6gico que justificasse o limite obtido
em cada caso:

“... depois de pressionarmos o Enter
varias vezes, o resultado ia-se aproxi-
mando cada vez mais de um nimero,
até chegar a ele e ndo passava de la.
Assim, cheguei a concluséo que podi-
amos obter esse nimero

% BT
com a férmula , pois havia um nimero
que dividido por A e somado B iria dar
a ele proprio” (Jodo Nuno, 11°B)

Diferentes relagdes foram descober-
tas por alguns grupos:

“... os resultados seguintes iriam
findar em apenas um niimero, com

a expressao inicial foi o nimero 6.
Assim experimentamos com outros
numeros, por exemplo 2 + 4 e por ai
adiante (com o 2 a dividir).com o fim
de descobrir uma sequéncia. E no

Educag&o e Matematica n° 79 ® Setembro/Qutubro de 2004

final descobrimos. O ndmero para que
tende era sempre par.e sempre mais
2 que o anterior. Resolvemos experi-
mentar com outros nimeros a dividir:
3.4, 5, ... e continudmos a achar uma
sequéncia, no entanto sempre dife-
rente de nimero para nimero, com o
3 a diferenga entre os nimeros para
que tende o resultado era de 1,5 (3/2)
para o 4 era de 1,33333... (4/3) e para
o 5 erade 1,25 (5/4). Como é visivel,
o resultado vai diminuindo (...): 2/1,
3/2,4/3,5/4. (...) Se quiséssemos

-arranjar uma férmula para este padréo

(a diferenga entre os nimeros para o
qual tende o resultado), poderiamos
considerar o numerador que vai
dividir, esta seria assim: z/z — 1. (Ana
Moita, 11°B)

De todos os relatérios que analisei
(66, no total), o que mais me sur-
preendeu foi o da Nadia, do 11° F.

E uma aluna de nivel suficiente com
alguns deslizes a niveis negativos, que
acabou o ano com 12 a Matematica
quando comegou com 9. O grupo com
que trabalhou n&o fez nenhuma des-
coberta relevante durante a aula, mas
ela, em casa, continuou a investigacdo
e fez algumas generalizagc6es impor-
tantes, ainda que parcelares:

“Ao dividirmos um nimero por 2 e
somando outro nimero z, a sucessao
tenderia a aproximar-se de nimero 2z.

600/2+3=303
=154,5
=80,25
=43,125

=6
600/2+4=304
=156

-82
=45

=8
600/2+5=305
=157,5

=83,75
=46,875

=10
Se substituirmos a expressao
y==x/2+3 pory=zx/z+2, emque
z € um nimero positivo impar, maior
ou igual a 3, o y tende a aproximar-se

sempre de z/k, em que k é o nimero
de ordem de z, relativamente a sua

posicdo na sequéncia dos nimeros
impares positivos, maiores ou iguais a
3. Assim, o nimero 3 corresponde ao
1, o nimero 5 ao 2, o nimero 7 ao 3 e
assim sucessivamente.

200/3+2=68,667
=24,889
=10,296

=3 B&/N

400/3+2=135,333
=47,111
=17,703

:3 @3/1

600/3+2=193,667
=66,556
=24,185

=3 B/

172/5+2=36,4
=9,28
=3,856

=2,5 (6/2)

236/5+2=49,2
=11,84
=4,368

—2.5 (5/2)

423/5+2=86.,6
=19,32
=5,864

=2,5 (5/2)

78/7+2 =13,1428
=3,8775
=2,5539

=2,33 (7/3)

314/7+2=46,8571
=8,6938
=3,2419

=233 (1/3)

507/7+2=74,4285
=12,6326
=3,8046

=2,33 (7/3)

x/9+2=(..)] 2,25 (7/3)
x/1142= (), 2,22 (11/5)
(Nédia, 11°F)

Para completar esta exploragéo



apenas faltaram duas situagées:
considerar z um nimero par qual-
quer e z impar mas k qualquer, em
y=z/z+k.

4

Durante a realizagéo do trabalho

de grupo, foi necessario explicar a
alguns alunos que aquilo que a calcu-
ladora nos mostra nem sempre esta
correcto. Quando, apds sucessivos
Enter, aparece no visor o nimero 6,
num primeiro impulso todos os alunos
aceitaram esse valor como um valor
exacto dado pela expresséo com que
trabalhavam. Foi uma oportunidade
para lhes lembrar que a calculadora
faz arredondamentos e que esse 6
néo era mais que isso, devido ao
nimero de algarismos significativos
que a maquina usa nos resultados que
apresenta no écran principal.

" A avaliagao dos relatdrios

E quanto & avaliagdo? Como avaliar
um trabalho deste tipo? E ébvio que
n&o tenho uma resposta Unica, per-
feita,'que seja a mais justa.

Ha alguns anos atras, quando come-
cei a pedir aos alunos trabalhos que
envolvessem redacgéo (composigdes,
relatorios, ...), senti algum descon-
forto em relag@o a sua avaliagdo. Na
altura;eu e outras colegas com quem
trabalhava em conjunto e que pediam
0s mesmos trabalhos, comegavamos
por fazer uma leitura de todos os
trabalhos e depois classificavamo-los
qualitativamente, usando a compa-

ragdo como aspecto importante na
atribuicéo da classificagdo. Com o
decorrer do tempo e apds alguma
experiéncia, comecei a definir critérios
mais especificos, de modo a obter
uma classificagdo quantitativa. Foi

o que fiz com esta tarefa de investi-
gacgéo. Tentei que ndo fossem muito
penalizadores, de modo a permitir
que um aluno fraco ou médio que
descrevesse alguns aspectos com um
minimo de clareza e correcgao obti-
vesse classificagéo positiva.

Assim, num total de 200 pontos,
reservei 140 para a apresentacéo dos
resultados obtidos nas investigagées:
40 para os célculos repetidos (1),
outros 40 para os (2) e 60 para os

(3). Os restantes 60 pontos dividi-os,
30 para os aspectos matematicos
envolvidos e 30 para os aspectos
linguisticos e a organizagéo da expo-
si¢do. Depois de classificados os tra-
balhos, ao analisé-los e as respectivas
classificagbes, ndo senti que destes
critérios tivessem resultado injusticas.
Mas claro que os resultados poderiam
ter sido outros se os critérios tives-
sem sido diferentes.

Apesar deste processo de classifi-
cagéo destes trabalhos ter sido algo
penoso pelas horas que me levou

, (foram 66 relatérios, que tinham entre

1 e 6 paginas cada um), foi um pro-
cesso enriquecedor, valeu a pena.

Foi interessante descobrir o que os
alunos séo capazes dé descobrir e

perceber as formas que usam para
comunicar os resultados. O facto da
investigagao ter sido feita em grupo
pouco condicionou os relatérios indivi-
duais, apenas no que diz respeito aos
processos utilizados e as descobertas
feitas em conjunto. Pude, também,
aperceber-me da forma de funciona-
mento dos grupos. Houve dois grupos
em que aquele ou aqueles que des-
cobriram algumas relagdes, nomeada-
mente na terceira investigacdo, ndo
conseguiram que todos os restantes
elementos do grupo as compreendes-
sem. Suspeitei disso durante a reali-
zag&o da tarefa e constatei-o ao ler os
respectivos relatorios.

A concluir

Com esta tarefa de investigagéo, os
alunos fizeram, de facto, matematica.
Formularam hipéteses e previram
resultados, estabeleceram e validaram
conjecturas. Ao apresentarem concei-
tos e raciocinios por escrito, usando
linguagem corrente, vocabuléario ou
simbologia especifica da Mateméa-
tica, desenvolveram a capacidade de
comunicar. E também é importante
referir que na realizagéo desta tarefa
estiveram presentes 'dois aspectos
que considero indispenséaveis no
ensino da Matematica: o trabalho em
pequenos grupos e g, utilizagéo da
tecnologia. i

Celina Pereira
Esc: Sec. Eng. Calazans Duarte

Educagéo e Matematica n° 79 ® Setembro/QOutubro de 2004




