Cinco pontos, um problema e cinco resolucoes

Antdonio Bernardes, Cristina Loureiro, Eduardo Veloso, Florinda Costa,
José Paulo Viana, Maria Dedo e Rita Bastos

Depois de nos termos divertido (o Anténio Bernardes, a Cristina Loureiro, a Florinda Costa, a Rita Bastos e eu) a
resolver um magnifico problema proposto pelo José Paulo Viana, vérias vezes conversdmos sobre a hipétese de
transformar as diferentes resolugdes num artigo para a Educacdo e Matematica. No entanto, as circunstancias fize-
ram com que esse artigo fosse publicado sob a forma de um capitulo de um livro de homenagem a Paulo Abrantes,
na sequéncia de um amavel convite de Joaquim Giménez, dirigido a diversos autores portugueses. Como na altura
o titulo do livro dizia respeito & resolugéo de problemas, lembrei-me de pedir a colaboragéo dos resolvedores desse
problema, incluindo Maria Dedo, e escrevemos assim o projectado texto. Com autorizagio da editorial Grad, é aqui
reproduzido em portugués. O livro de que ¢ extraido é o seguinte:

Actividad matematica en el aula. Homenaje a Paulo Abrantes
Coordenadores: Joaquim Giménez, Jodo Pedro da Ponte e Leonor Santos
Editorial Graé. Barcelona, Octubre 2004. Coleccion Biblioteca de Uno, ndimero 209

No dia 13 de Setembro de 1999
recebi o seguinte e-mai:

Caro Eduardo

Deu-me um enorme gozo resolver
este problema. Se néo o conhece-
res (do que duvido ...) julgo que
também o apreciards.

Séo dados cinco pontos A, B,
C, D e E. Estes pontos séo os
pontos médios dos lados de um
pentédgono PQRST desconhecido.
Reconstruir o pentagono.

Um grande abrago

Zé Paulo

“José Paulo Viana é professor de
matematica e gosta naturalmente de
encontrar problemas novos, tanto
mais que € autor de uma coluna
semanal de problemas num jornal
diario portugués. Tem o bom habito de
desafiar amigos seus que sabe serem
amantes’ de problemas, e foi o que
fez com este. Por um outro e-mail de
resposta da Cristina Loureiro para o
José Paulo, de 17 de Outubro, fiquei
a perceber que a Cristina e o Antdnio

Bernardes ja o tinham resolvido ( “Eu
e o Antdnio j& resolvemos o problema
do pentégono. Obrigado por nos pro-
pores desafios tdo estimulantes ).
Pela mesma mensagem fiquei também
a saber que outro grupo o tinha resol-
vido (“Sei que a Rita e a Florinda
também ja resolveram ). Entretanto
eu proprio tinha encontrado uma
resolugéo do mesmo problema. Uns
tempos depois, veio a Portugal Maria
Dedo, professora de geometria na
Universidade de Mildo. Resolvi colo-
car-lhe também o problema, e surpre-
endeu-me com uma resposta imediata
que se resumia a duas ou trés frases
curtas.

Em conversas posteriores, comunica-
MOS uns aos outros as nossas reso-
lugbes, percebemos que seguiam,
pelo menos aparentemente, caminhos
diferentes e pensdmos na hipotese
de escrever um artigo. Mas fomos
adiando, pressionados por outros
afazeres. Agradecemos aos colegas
espanhdis a hipdtese que nos déo
agora de escrever um texto sobre

Eduardo Veloso

essa histéria e sobretudo de o fazer
num livro de homenagem ao nosso
grande amigo Paulo Abrantes. Nada
mais apropriado! Paulo era um apai-
xonado resolvedor de problemas de
matematica. Foi um /eader e inspira-
dor para todos nés, em muita coisa

e também na resolugéo de proble-
mas. Escreveu um interessantissimo
livro, Viagem de Ida e Volta', em que
mostra como a mesma questéo mate-
mética lhe apareceu disfargada em
multiplas ocasides e problemas. Apre-
ciaria certamente este texto que lhe
dedicamos, em que diferentes estra-
tégias e matemdticas séo empregues
para resolver o mesmo problema.

José Paulo Viana: o prazer de
experimentar e descobrir ...

Quando encontrei este problema,
pensei imediatamente em experi-
menta-lo no Cabri Geometre.

Os pontos dados A B, C,DeFE
s80 os pontos médios dos lados do
pentagono.
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Se conhecessemos um so6 vértice
P do pentagono, o problema ficaria
resolvido. Isto porque:

e 0 vértice seguinte @) é o simétrico
de Pem relagéo a A,

e o vértice R é o simétrico de () em
relagéo a B,

e o vértice S é o simétrico de R em
relagéo a C,

e 0 vértice T'é o simétrico de S em
relagéo a D.

No final, o simétrico de T em relagéo a
E tem de ser P.

Resolvi, usando o Cabri, colocar os
pontos dados e escolher um ponto
qualquer P para primeiro vértice. Fiz
as diversas simetrias e é claro que,
no fim, o simétrico de 7'em relagdo

a E n&o foi P mas um outro ponto P’
(figura 1). Teria sido uma sorte imensa
ter acertado logo ...

Comecei a deslocar P. A figura
PQRST alterava-se e o que havia a
fazer era deslocar P até que P’ coinci-
disse com ele.

Estava encontrada a solugéo arte-
sanal. Mas como encontrar a posicéo
exacta do primeiro vértice?

Tendo unido por um segmento os dois
pontos Pe P’ (figura 2), verifiquei
que, ao deslocar P, esse segmento
se alterava mas mantinha sempre

um ponto fixo, o seu ponto médio M.
Pronto, era l& que tinha de colocar o
vértice inicial P (figura 3).

Estava encontrada a solugéo.

A demonstracéo de que o vértice
inicial tem de ficar na posigcdo M pare-
ceu-me pouco dificil de fazer mas,

confesso, depois j& nao tive paciéncia

Figura 1. ‘J
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para avancar por ai. Pareceu-me tudo
téo claro e evidente ... (eu sei, eu sei,
n&o é uma atitude muito matematica
mas que querem? Sou assim.).

Forinda Costa e Rita Bastos: do
fim para o principio ...
Resolvemos o problema com a ajuda
do Sketchpad. Comegéamos por tentar
encontrar uma estratégia de resolugéo
que tivesse em conta o conhecimento
de que os pontos médios dos lados

' de qualquer quadrilatero sao sempre

os vértices de um paralelogramo.
Néo conseguimos! Decidimos, entéo,
procurar descobrir relagbes entre

um qualquer pentagono com o que
se obtém tomando como vértices os
pontos médios dos seus lados, isto
¢, seguir uma estratégia do fim para
o principio. Inicialmente, ndo desco-
brimos nada que pudesse servir para
fazermos conjecturas que nos aproxi-
massem de uma resolugdo. Até que
construimos o pentagono estrelado
com vértices nos pontos médios do
original e ainda um outro pentagono,
neste caso convexo, cujos vértices
eram os pontos médios dos lados

do pentagono estrelado. Este tltimo
parecia ter lados paralelos com o pri-
meiro! (figura 4).

Com o Sketchpad verificamos que
tinha e observamos que o pentagono
menor estava invertido relativamente
ao primeiro. Sem efectuarmos qual-
quer célculo pareceu-nos que os lados
do pentagono original deveriam ser o
quédruplo dos seus correspondentes
no pentagono invertido. De facto, aca-
bamos por verificar com o GSP que

R

Figura 2.

os dois pentagonos sao homotéticos
de razéo —4.

A demonstragéo que fizemos na altura
utilizou calculo vectorial, mas che-
gémos posteriormente a concluséo
que basta duas aplicagbes sucessi-
vas do teorema de Tales (figura 5).

O segmento CD é paraleloa RT' e
mede metade do seu comprimento,

e o segmento 1" R’ é paralelo a CD

e mede metade do seu comprimento.
Como T' R’ tem sentido oposto a
RT, concluimos que a diagonal 'R’
& homotética de TR e a razdo é —4.

O mesmo acontece com os outros
pares de diagonais dos pentagonos
P'Q'R'S'T' e PQRST. Tendo em
atengéo que os pontos P (e P'), Qe
Q"), etc., pertencem a duas diagonais
homotéticas em cada pentagono, os
dois pentagonos séo homotéticos de
razéo —4.

Quanto ao centro da homotetia, aca-
bamos por conjecturar, ja na altura
em que escrevemos este texto, que
esse ponto é o centro de gravidade,
ou baricentro, comum aos dois
pentagonos homotéticos. Ainda néo
encontramos uma demonstragéo, mas
a experimentagéo que fizemos com o
GSP fez-nos adquirir a convicgédo de
que a conjectura € verdadeira.

Quando resolvemos o problema
através da homotetia, tentamos gene-
ralizar para poligonos com qualquer
numero de lados e concluimos que a
situag8o n&o é a mesma para todos.
Se o nimero de lados é um nlimero
impar, existe uma solugéo, se excluir-
mos as situagdes de colinearidade.
Se o nimero de lados é par, s6 em
condigdes particulares havera uma

P=M

Figura 3.




Figura 4.

solugéo. Por exemplo, para um quadri-
latero serd necessario que os pontos
dados sejam os vértices de um para-
lelogramo.

Embora na altura néo nos tenhamos
preocupado com esse aspecto, pen-
samos agora, ao escrever este texto,
que a existéncia de solugéo pode
estar relacionada com a existéncia
do poligono estrelado definido pelos
pontos médios alternados —1°, 3°, 5°,
etc. De facto s6 existe esse poligono
estrelado quando o nimero de vérti-
ces é impar.

Em conclus@o, um algoritmo que nos
conduz a solugéo, de acordo com a
nossa resolugéo, sera (figura 4):

Séo dados cinco pontos A, B, C,

D e E e pretende-se determinar o
pentagono PQRST, sendo A o ponto
médio do lado PQ), B o ponto médio
do lado QR e assim sucessivamente.

Determinam-se os pontos médios
dos lados do pentagono estrelado

Figura 7.

Figura 5.

ACEBD, respectivamente 17, @',
S e R

Sendo A’ e B’ os pontos médios de
P'Q" ede Q'R/, o ponto de intersec-
¢&o dos segmentos AA" e BB’ da-
nos o centro de homotetia O.

Depois, é s6 determinar o pentagono
PQRST, homotético de P'Q'R'S'T’,
relativamente ao centro O e a razéo
—4.

Nota: embora as figuras 4 e 5 mos-
trem pentagonos ABCDE e PQRST
convexos (e de lados que néo se
intersectam), as consideracées que
fazemos aplicam-se a quaisquer 5
pontos dados ABCDE (ver exemplo
na figura 6).

Antonio Bernardes e Cristina
Loureiro: dividir para conquis-
tar ...

Como néo estdvamos a ver nenhum
processo que nos conduzisse a

Figura 8.

Figura 6.

solugéo, resolvemos construir no
Sketchpad dois pentagonos convexos
quaisquer tais que os vertices de um
deles fossem os pontos médios dos
lados do outro e comegamos a fazer
algumas experiéncias no sentido de
tentar descobrir relagées entre os
dois poligonos. E a certa altura repa-
ramos que a solugéo podia ser encon-
trada usando um resultado bem nosso
conhecido.

Tragcando por exemplo o segmento
PS, uma das diagonais do pentagono
PQRST, este fica dividido em dois
poligonos, o quadrilatero PQRS e o
triangulo PST (figuras 7 e 8).

O trigngulo PST é semelhante ao tri-
angulo EDT e o segmento PS é para-
lelo ao segmento ED.2

Se tragarmos uma recta paralela a BC
passando por A e uma outra paralela
a AB passando por C' obtemos o
paralelogramo ABCB’ em que B’ é o
ponto médio da diagonal PS® (figura
9).

Figura 9. -
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Figura 10.

E pronto, estava descoberto o cami-
nho ...

Considerando o pentdgono ABCDE e
tragando as rectas que passam em A
e C e paralelas respectivamente a BC
‘e AB obtemos o ponto B’, ponto

- médio de uma das diagonais do
pentagono que pretendemos des-
cobrir. A recta dy passando por B’ e
paralela a ED, contém dois dos vérti-
ces desse pentagono (figura 10).

Repetindo este processo vamos obter
as cinco rectas que contém as cinco
diagonais do pentéagono pretendldo
(figura 11 e 12). ,

As intersecc¢oes das diagonais

duas a duas definem os vértices do

pentagono pretendido (figura 13).

Esta resolugéo funciona também para
 pentégonos ndo convexos (figura 14).

Eduardo Veloso: o poder geo-
métrico dos niimeros comple-

XOS ...

Na época em que recebi o e-mail

do José Paulo Viana andava muito

~ entusiasmado com a utilizagéo do
Sketchpad para o estudo e apre-
sentagéo didactica dos numeros
'complexos. Acabara de construir um
micromundo para esse estudo, que
consistia num sketch representando o
plano complexo, com os respectivos

eixos real e imaginario, e um conjunto |

de ferramentas relativas as opera-
¢bes algébricas e outras utilidades,
acessivel a partir do menu lateral do
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Figura 11(a).

‘programa. Na figura 15, mostra-se

o espaco de trabalho deste micro-
mundo. No exemplo, a ferramenta
escolhida foi a adic@o de complexos, e
s&o dados os complexos z e w.

Clicando sucessivamente nestes
complexos, o programa constroi auto-
maticamente o complexo soma dos
dois, z+w.

Neste mtcromundo podemos dar
largas & nossa imaginagéo e explorar

~ as relagbes interessantissimas entre
a geometria e os nimeros complexos.

De resto, a propria apresentacgéo dos
nameros complexos pode ser feita
geometricamente, procurando perce-
ber como poderiamos estender nume-
ricamente a recta real para o plano
euclidiano, atribuindo um cardcter

~ numérico aos pontos do plano.

Figura 13.

Figura 11(b).

Surgem assim naturalmente os niime-
ros complexos e a sua estrutura de
corpo. Posteriormente, pode ser dada
uma interpretacédo algébrica a esses
novos numeros (como classes de
equivaléncia de pares de niimeros
reais). Subvertemos assim a rotina
habitual.

Munido deste micromundo, nada mais

natural do que procurar utiliza-lo para
resolver o problema do pentagono.

O carécter intrinsecamente geomé-
trico dos nimeros complexos faz com
que eles sejam ao mesmo tempo,
pontos do plano e nimeros. Utiliza-
mos em cada momento a interpreta-
¢ao mais conveniente. Se sdo dados
os pontos A, B, C, D e E, posso
marca-los no plano como pontos, mas
posso também imediatamente pensar

neles como niimeros (que podem ser

Figura 14.
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Figura 11(c).

somados, subraidos, etc.). Em parti-
cular, se PQQRST é o pentagono cujos
lados tém por pontos médios A, B,
C. D e E (A ponto médio de PQ, e
assim sucessivamente), dado que

o ponto médio do segmento PQ

— em termos de nlimeros complexos
— quer dizer média (numérica) dos
numeros complexos Pe @, teremos
sucessivamente

A=(P+Q)/2, B=(Q+R)/2,
C=(R+8)/2, D=(S+T)/2
e E=(T+P)/2

Mas como temos agora a nosso

favor a forga visual da geometria e o
poder operatério da algebra, a intuicdo
algébrica sugere-nos que, nestas 5
equagdes a 5 incognitas, subtraindo

e somando alternadamente os pontos
A, B, C, D e E eliminamos 4 incogni-
tas e ficamos com o valor da quinta ...
na realidade, teremos

A-BiC DL E-Pha
+Q/2-Q/2-R/2+R/2+
L83 S TN Y - Pl
—P2LPD-P

Ou seja, efectuando uma certa suces-
séo de operacoes a partir dos pontos
(ou seja, dos nlimeros complexos)
dados, asaber A- B+ C-D + E,
obtemos o nimero complexo P, isto
&, um vertice do pentagono pre-
tendido e, a partir deste, todos os
outros, como ja vimos nas resolugées

anteriores. Naturalmente, fiz as opera- .

¢oes com auxilio do micromundo dos
complexos, obtendo assim P (figura
16), e depois utilizei meias-voltas com

/2

Figura 12.

_ Olfiguras complexos.gsp: base

unidade

Create New YGGE,,’V —
Tool Options...
Show Script View

Z+w

This Document
Re(z), im(z)
mod(z)

vector Oz

¥ adicdo

arg(z)
multiplicacao
conjugado
divisao

subtraccdo

Figura 15.

unidade

A-B+C-D+E=Pq

Figura 16.

*c
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unidade

Figura 17.

centros nos pontos dados para obter
os outros vértices (figura 17). Esta
resolugéo também funciona para qual-
quer tipo de pentagono.

Maria Dedo: o poder das trans-
formagdes geométricas ...

Como disse na introducéo deste
texto, quando coloquei o problema do
pentagono a Maria Dedo, de passa-
gem em Portugal, a resposta surpre-
endeu-me pela brevidade. Tenho pena
de n&o a ter escrito na altura, mas foi
qualquer coisa do tipo:

“Bom, o produto das cinco meias
voltas em torno dos pontos dados

Figura 18.
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ABCDE é uma meia-volta, € um
vértice P do pentagono procurado
¢ o ponto fixo dessa meia-volta, ou
seja o seu centro.”

Como os outros vértices se obtém
de modo 6bvio a partir de um deles,
estava o problema resolvido com esta
frase ...

Como a frase néo estava escrita,
escrevi agora a Maria Dedo pedindo-
Ihe que a escrevesse. Néo se lem-
brando ja do que teria dito ha cinco
anos, respondeu-me da seguinte
forma, (trata-se na verdade da mesma
resolugéo, na minha adaptagéo do seu
texto em inglés):

Figura 19.

Se os pontos médios dados séo
A B, C,DeFEese Pé o verti-
ce do pentdgono adjacente aos

lados contendo A e E, entdo P
é um ponto fixo para a isome-
tria obtida compondo a, b, ¢, d, e
(onde a é a rotacdo de 180° — ou
seja, como dizemos entre nos, a
meia-volta — em torno de A4, ...
e assim sucessivamente). Por
tanto o que ha a fazer é encon-
trar esse ponto fixo. A meia-volta
a composta com b d& uma trans-
lagédo (e podemos tragar o res-
pectivo vector). O mesmo aconte-
ce com as duas meias-voltas se-
guintes, ¢ e d, ou seja, as primeiras
quatro meias-voltas resultam numa
translagéo ¢. Portanto temos que
compor t com a meia-volta e. O re-
sultado é ainda uma meia-volta e
podemos obter o seu centro (que
sera o vértice P procurado) por in-
terseccéo de duas rectas (ver ex-
plicagéo mais abaixo).

A razao da surpresa de muitos de
nos perante esta resolugéo deriva

do facto de Maria Dedo estar aqui a
utilizar resultados relativos as trans-
formacgdes geométricas que infeliz-
mente nao sdo conhecidos de grande
parte dos professores portugueses,
apenas porque, inacreditavelmente,
tém estado ausentes da sua pratica
— dado que as transformagdes séo
apenas tocadas ao de leve no ensino
basico e completamente ignoradas no
ensino secundario — e também néo




fazem sequer parte, em muitos casos,
da sua educagéo matematica univer-
sitaria. Isto justifica também que nos
detenhamos um pouco na explicitagdo
da resolugdo de Maria Dedo.

Suponhamos o problema resolvido
(figura 18), e sejam 4, B, C, De E
0s pontos dados e P ¢ o vértice (do
pentagono a determinar PQRST)
adjacente aos lados contendo A e E.
A composic8o das meias-voltas a, b,
¢, d e e, por esta ordem (isto &, pri-
meiro a, depois b, e assim por diante)
transforma P em si proprio (P é trans-
formado em @, depois em R, depois
em S, depois em T'e finalmente de
novo em P). Ou seja, P& um ponto
fixo para a composicdo das 5 meias-
voltas.

A partir daqui, a resolucéo de Maria
Dedo consiste em () determinar a iso-
metria composicdo das cinco meias-
voltas e depois em (ii) determinar P
como ponto fixo dessa isometria.

() Que tipo de isometria sera essa
composicdo? A composicéo de duas
meias-voltas é uma translagéo, e
portanto temos duas translagées

(¢4, composicédo de a com b e t5,
composicédo de ¢ com d). Logo, a
composicdo das quatro meias-voltas,
a, b, ¢, d é a translagéo composta de
t4 com t,. Note-se que o vector da
translagéo ¢ é paralelo a AB e o seu
médulo ¢ igual ao dobro do compri-
mento do segmento AB e o vector
da translagéo ¢, é paralelo a CD e o

Figura 20.

seu modulo € igual ao dobro do com-
primento do segmento.CD. Foi essa
construgdo que fizemos no Sketchpad
(figura 19), em que partimos agora
dos cinco pontos 4, B, C, D,E. Obte-
mos assim ¢4, tp € a sua composigcéo
t. Resta agora compor t com a meia-
volta e. Sera ainda uma meia-volta,
como veremos na parte (ii).

(i) A translagéo t pode ser interpre-
tada como a composi¢éo de duas
reflexdes paralelas, com eixos de
direcgéo perpendicular ao vector

de translagéo e distando metade

do médulo do vector da translacéo.
Escolhemos como um dos eixos (r) a
recta que passa por E e é perpendicu-
lar a t, daqui resulta que o outro eixo
& a recta 1y, paralela a r, e deslocada
(de metade do mddulo de #) no sen-
tido contrario ao de ¢ (figura 20).

Por sua vez, a meia-volta e pode ser
interpretada como a composigéo

de duas reflexdes em que os eixos

r3 € r4 passam pelo ponto E e sdo
ortogonais. Escolhemos para 3 uma
recta coincidente com r, e dai resulta
que 74 sera a recta passando por E e
paralela a t. A composigéo de t com e
€ entdo equivalente & composicao de
quatro reflexdes, primeiro a reflexéo
de eixo ry, depois a reflexdo de eixo
79, depois a reflexdo de eixo 75 e
finalmente a reflexéo de eixo r,.

Como 75 e r3 sfo coincidentes, a sua
composicéo € a identidade, e portanto
concluimos que a composigéo de ¢

com e é equivalente & composicéo
das duas reflexdes de eixos ry e ry.
Ora 4 e r4 s&o ortogonais, e portanto
a composicéo das duas reflexGes

€ uma meia-volta, e tem um ponto
fixo que é o seu centro, ou seja a
interseccéo de 71 com 4. Esta encon-
trado o ponto P e a partir dai todo o
pentagono procurado.

Algumas observagées

1. Sobre a utilizagdo de programas de
geometria dindmica

Em quatro destas cinco resolugbes

o recurso ao Cabriou ao Sketchpad
foi importante. Naturalmente, como
tantos outros professores de mate-
mética e como seria desejavel que
acontecesse também com um néimero
crescente de alunos, quando confron-
tados com um problema de geometria
uma atitude j& habitual, em muitos de
nos, é partir para uma experimentagéo
num ambiente de geometria dina-
mica. Sinceramente, s6 uma atitude
primaria, provocada pela ignorancia
ou pelo preconceito, pode recusar
por principio este tipo de utilizagéo da
tecnologia na aprendizagem da mate-
matica. N&o é necessario estar aqui a
repetir o que estd demonstrado abun-
dantemente em investigacées e escri-
tos recentes, e que é exemplificado
também neste texto. Remetemos
apenas para uma traducéo recente em
portugués de um repositério notavel
de experiéncias com software de
geometria dindmica*. Aquela atitude
primaria, infelizmente ainda presente
em muitos matematicos das nossas
universidades que preparam futuros
professores, tem tido consequéncias
graves no que diz respeito a introdu-
Géo dos computadores no ensino da
matematica.

2. Um ensaio de caracterizagéo e
possivel agrupamento das diferentes
resolugées

E muito interessante comparar as
resolucdes propostas por José Paulo
Viana (JPV) e por Maria Dedd (MD).
Existem evidentes relagées entre as
duas. A meia-volta descoberta expe-
rimentalmente por JPV n&o é mais
do que o resultado da composicéo
das cinco meias-voltas, em torno dos
cinco pontos dados, prevista teorica-
mente por MD. E a concluséo, 6bvia
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— com razdo — para JPV, de que o
ponto médio do segmento PP’ seria
a solugéo (na determinagdo de um
vértice do pentagono pedido) corres-
ponde a afirmagéo de que o vértice P
a encontrar seria um (mais tarde se
veria que era o) ponto fixo da isome-
tria resultante dessa composi¢do. No
fundo, estamos a ver aqui em jogo
duas intuigbes, a intuigdo geométrica
resultante da visualizagéo e da expe-
rimentacéo frequentes num contexto
de geometria dindmica — no caso de
JPV — e a intuigdo de quem tem uma
experiéncia prolongada no estudo
das isometrias e da élgebra das suas
composigdes, ou seja a intui¢do (do
que é habitual acontecer) no dominio
especifico das transformagoes geo-
métricas — no caso de MD. Podemos
dizer que as duas resolugdes mos-
tram um caminho didactico no ensino
das transformagbes geométricas

— o nivel de conhecimento estrutural
revelado pela resolugédo de MD exige
a passagem anterior por experiéncias
e aquisigdo de intuigdes do tipo reve-
lado pela resolugéo de JPV.

Também, num certo sentido, é possi-
vel associar as resolugdes de Florinda
Costa e de Rita Bastos (F+R) e de
Anténio Bernardes e Cristina Loureiro
(A+C). Em ambas ¢é possivel encon-
trar uma estratégia velha de séculos,
sendo de milénios, na resolugéo de
problemas de geometria: supor o pro-
blema resolvido e procurar relagées
entre os varios objectos geométricos,
esperando-se que dai resultem indi-
cagdes para a resolugdo do problema
posto. Essa estratégia resultou em
ambos os casos, e € evidente como a
utilizagéo inteligente de um programa
de geometria dindmica contribuiu para
isso. No entanto, os caminhos e as
resolugdes sdo diferentes, e é peda-
gogico ver em qué. F+R procuraram,
e encontraram, um padréo na pass
sagem de um pentégono para outro
pentéagono (no caso estrelado) em
que os Vvértices séo os pontos médios
dos lados do primeiro. A matematica
como ciéncia dos padrdes ... Por seu
lado, a dissecgéo do pentagono num

tridngulo e num quadrilatero, feita por

A+C, pode sugerir que, conscien-
temente ou ndo, recorreram a uma
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ideia cara a Polya ( “conheces algum
problema relacionado-com este?”)

e se lembraram do paralelogramo
que resulta sempre da consideragéo
dos pontos médios dos lados de um
quadrilatero qualquer. Dividiram o
pentdgono para o conquistar ....

No que diz respeito a resolugéo que
utiliza a aritmética dos nimeros com-
plexos, ela parece afastar-se, por essa
razéo, das outras. No entanto, essa
distingao é mais aparente do que real,

_como se poderia esperar numa ciéncia

como a matematica, com uma unidade
tao profunda. Em particular, a tradu-
¢do em termos de operagbes com
nimeros complexos das isometrias do
plano euclidiano é extraordinariamente
simples. Por exemplo, se pensarmos
na isometria meia-volta, de centro na
origem O, a sua tradugdo, em termos
de nimeros complexos, é o produto
por —1! Isto é, se z & um nimero com-
plexo, o transformado de z pela meia-
volta de centro na origem é simples-
mente —z. Se o centro ndo € a origem
mas um ponto qualquer U, o trans-
formado obtém-se com uma espécie
de sanduiche de transformacgées
(primeiro deslocamos z para perto

da origem por meio da translag&o

UO, depois multiplicamos por -1, e
depois desfazemos a deslocagao ini-
cial por meio da translagéo OUD. Isto
¢, embora ndo tenha feito ainda esse
trabalho, é minha profunda convic-
¢&o que a aritmética dos complexos
que resolveu o problema poderia ser
inteiramente traduzida em termos de
meias-voltas e translacdes, a maneira
de JPV e de MD.

Ja depois de ter escrito estas linhas,
recebi de MD uma mensagem em que
comentava que a solugéo pelos com-
plexos é no fundo a mesma que a sua,
dado que a tradugdo em operagdes
com complexos da meia-volta em
torno do (afixo do) complexo A néo

€ mais do que z —> 24 — z e portanto
a composigao das 5 meias-voltas se
traduz por

z—>2A-2B+2C-2D + 2E -z
Ora o ponto fixo desta composigéo
é A- B+ C- D + E, precisamente

a expressao utilizada por mim para
resolver o problema.

3. Possiveis extensées

Como ¢é referido por F+R, e também
por MD na mensagem que me
enviou, o facto de ser um pentagono
(sobretudo de ser um poligono com
um niimero impar de vértices) tem
influéncia decisiva no facto de poder-
mos encontrar sempre uma solugao.
Acrescenta MD, numa mensagem
mais recente, que na solugdo F+R a
condig&o para existéncia de solugdo é
o facto de existir o pentagono estre-
lado intermédio, e isso depende do
facto de se tratar de um nimero impar
de lados no poligono pedido. Ora
isso também relaciona a solugéo F+R
com a de MD, dado que os lados do
pentagono estrelado ndo s&o mais do
que os vectores das translagbes que
resultam das composigdes das meias-
voltas. O leitor que ficou apanhado
por este problema podera investigar o
que aconteceria as resolucdes descri-
tas aqui no caso do poligono néo ser
um pentagono.
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