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No ultimo artigo descrevemos uma
série de jogos, nos quais em Ultima
anélise cada jogador estava, até certo
ponto, nas maos dos outros jogado-
res. Naqueles jogos existia um ponto
de equilibrio e, portanto cada jogador,
se actuasse correctamente, pode-

ria obter o valor do jogo, que era o
méximo ao qual poderia aspirar razoa-
velmente. Os jogos a analisar neste
artigo néo tém pontos de equilibrio, e
se pretendemos ganhar, a forma de
actuar teraé que ser vantajosa relativa-
mente a do nosso opositor.

1. O jogo do par ou impar
Dois jogadores jogam o jogo do
par ou impar. Este jogo consiste no
seguinte:

Um jogador 1 guarda na méo um
determinado nimero de moedas e
pergunta ao jogador 2 se o nimero
de moedas que tem na méo é par ou
impar. Se o jogador 2 acerta recebe
1€ do jogador 1, caso contrario paga
ele 1€ ao jogador 1. A figura 1 repre-
senta a matriz de payoffs do jogo. *

Observando a figura 1, tomando em
conta o Teorema do Minimax, conclui-
mos que este jogo ndo tem equilibrio.
Dissemos, quando analisamos os
jogos de soma nula, que um equilibrio
€ uma condigao necessaria para que
uma combinagdo de estratégias seja
a solugéo de um jogo e, que se uma
combinagao de estratégias ndo € um
equilibrio, entdo pelo menos um dos
jogadores tem incentivos para alte-
rar o seu jogo. Neste jogo podemos
observar que nenhuma das combi-
nagdes das estratégias € um ponto
de equilibrio. O jogo das moedas

n&o pode ser resolvido utilizando o
Teorema do Minimax.

Como resolver entéo este jogo? Para
isso vamos colocar-nos no papel dos

jogadores e analisar a informagéo que
temos sobre o jogo.

Suponhamos que ¢ a vez do jogador
1 jogar. Este s6 tem duas alternati-
vas: escolher um nlimero par ou um
ntimero impar. De certo modo esta
é a verdade, pois em ultima andlise
teré que optar por uma destas duas
possibilidades. Mas de outro ponto
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Figura 1.

de vista isto ndo é verdade. Existem
muitos caminhos para chegar a elei-
¢do final, e ainda que possa parecer
que o importante é qual a decis&o, a
verdade é que a forma de decidir é
absolutamente fundamental. Na ver-
dade, o jogador 1 pode sempre esco-
lher uma estratégia pura: Pares ou
Impares, mas também pode utilizar um
sorteio e deixar que um dado ou uma
roleta decida por ele. Por outras pala-
vras, pode atirar um dado e se sair
seis escolher a estratégia Pares, e se
sair outro nimero optar pela estraté-
gia Impares. A diferenga é actuar de
forma deterministica — estratégias
puras — ou actuar de forma aleatéria
— estratégias mistas.

Deste ponto de vista, o jogador

1 passa a ter, ndo duas, mas um
numero infinito de possiveis estraté-
gias. Pode escolher Pares com uma
probabilidade p, e impares com uma
probabilidade 1-p, com p um nimero
compreendido entre 0 e 1. Isto é, p
representa o nlimero percentual de
vezes em que optaria pela estratégia
Pares numa partida em que tivesse
de jogar um ndmero infinito de vezes.
Note-se, no entanto, que as estraté-

- gias puras ndo deixam de ser um caso

particular das estratégias mistas. De
facto, uma estratégia mista na qual
p=1el—p=0é&uma estratégia
pura. "

Voltando ao jogo‘, suponhamos que o
jogador 1 decidiu jogar Pares metade
das vezes. Para tal langa uma moeda
ao ar e opta por Pares de cada vez



que saia cara. Suponhamos também
que o jogador 2 adivinha que p=0,5,
ou que tenha sido mesmo o jogador

1 a dizer-lho. Nao ha mais nada que
o jogador 2 possa averiguar sobre a
forma de jogar do jogador 1, entre
outras razdes porque o jogador 1 tao
pouco sabe mais sobre o seu pro-
cesso de tomada de decisoes. E, a
menos que o jogador 2 possua pode-
res de adivinhagéo ndo poderé prever
o resultado do langamento da moeda.
Se o jogador 1 elege esta estratégia
mista, o resultado serd independente
do que faz o outro jogador, e assim,
em média, cada um ganharéd a metade
das vezes. A solugéo deste jogo
requer que cada jogador lance uma
moeda ao ar com uma probabilidade
de 0,5 de sair cara como iremos ver
seguidamente.

2. Célculo de estratégias mistas

Se um ou ambos os jogadores adop-
tam estratégias mistas os payoffs de
cada jogador dependem das estraté-
gias puras que existem para poderem
ser escolhidas. A quantia que estad em
jogo para cada jogador quando s&o
utilizadas estratégias mistas recebe

o nome de payoff esperado e é uma
média dos pagamentos das estra-
tégias escolhidas ao longo do jogo.
Desta forma o calculo da solugéo

de um jogo no caso de se utilizarem
estratégias mistas, em vez de se utili-
zarem estratégias puras, € um pouco
mais complicado. E suposto encontrar
sempre solugdes para qualquer jogo
de soma zero, mas na pratica pode
ser complicado.

Para avangarmos na procura da
solugéo do jogo é importante introdu-
zirmos um novo conceito: Uma estra-
tégia A domina outra B se os payoffs
que recebe o jogador com a estrate-
gia A sdo sempre como minimo iguais
aos que conseguiria com a estratégia
B e pelo menos numa alternativa o
payoff que recebe com a estratégia
A é maior do que o que recebe com
a estratégia B. A estratégia A diz-se
estratégia dominante e a estratégia B
diz-se estratégia dominada.

Ora, se numa estratégia se recebe
sempre um payoff menor que noutra,
ent&o devera utilizar-se a estratégia

que recebe um payoff maior e excluir
a estratégia que recebe o payoff
menor. Assim, neste tipo de jogos, a
primeira coisa a fazer é identificar as
estratégias dominadas e exclui-las. No
nosso jogo podemos verificar que néo
existe nenhuma estratégia dominante
e portanto também néo existem estra-
tégias dominadas.

Uma vez eliminadas todas as estrateé-
gias dominadas, é possivel encontrar
com bastante frequéncia uma estraté-
gia mista que constitua a solugéo do
jogo seguindo a regra: Escolher uma
estratégia mista que proporcione o
mesmo payoff médio, independente-
mente do que faz o opositor, isto é,
escolhe-se uma estratégia mista que
proporcione a média dos payoffs das
estratégias escolhidas ao longo do
Jjogo.

Suponhamos entéo que o jogador 1
escolhe Pares com uma probabilidade
p e escolhe /mpares com a probabi-
lidade 1-p. De forma semelhante, o
jogador 2 escolhe Pares com a pro-
babilidade ¢ e escolhe /mpares com

a probabilidade 1—q. Consideremos
agora os payoffs do jogador 1.

Se o jogador 2 jogar Pares o payoff
médio que o jogador 1 consegue é:

(-Dxp+1x(l—p)=—-2xp+1

Se o jogador 2 jogar Impares o payoff
médio que o jogador 1 consegue é:

Ixp+(-1)x(1-p)=2xp—1

Para que ambos os payoffs médios
sejam iguais, tem de se verificar

2xp+1=2xp—-1&p=0,5

Invertendo os papéis dos jogadores
no raciocinio anterior, concluimos
também que o jogador 2 joga Pares
com a mesma probabilidade com que
joga /bqpares, isto &, ¢ = 0,5.

Neste processo, cada jogador joga
Pares com probabilidade 0,5 e /mpa-
res com probabilidade 0,5 e, cada
jogador pode esperar nem ganhar
nem perder em termos de euros.
Este equilibrio em estratégias mistas
mostra que quando se langa a moeda
ao ar existe a intengéo de utilizar pro-
babilidades de 50% de Pares e Impa-
res, o que faz com que nem se ganhe
nem se perca.

/

Uma vez que as equagdes s6 tém
uma solugdo, podemos assegurar que
o equilibrio encontrado é o Gnico em
estratégias mistas.

Note que neste jogo, uma vez que

o jogador recorre ao sorteio, ndo sé
pode néo perder (quando escolhe
p=0,5), independentemente da forma
como joga o seu adversario, como téo
pouco pode ganhar, por pior que jogue
O seu opositor.

Resumindo, o jogador 1 iniciou o jogo
estando a mercé do seu adversério

e transformou-o noutro no qual o
opositor ndo exerce nenhum controle
sobre o respectivo resultado. Aten-
dendo a que o jogador 2 pode fazer
exactamente o mesmo, pode garantir
a mesma probabilidade de ganhar.
Desta forma, cada um dos jogadores
tem na sua mao a possibilidade de
limitar os ganhos do seu adversario e
portanto também as suas perdas.

3. Qual a vantagem das estraté-
gias mistas?

Existem situagdes em que o equilibrio
de um jogo contempla que os jogado-
res utilizem estratégias ndo completa-
mente deterministicas — estratégias
mistas. Quando um jogador utiliza
estratégias mistas actua aleatoria-
mente. A vantagem da utilizagdo de
estratégias mistas é incluir a incer-
teza no opositor, isto &, um jogador
quando joga com estratégias mistas
deixa de ser previsivel. Embora o
objectivo de uma estratégia mista seja
manter o adversario no escuro pela
imprevisibilidade, ela ndo implica, de
forma alguma, um padrdo totalmente
aleatorio de jogadas. Perante uma
situagdo em que os jogadores utilizem
estratégias mistas, cada um deles
pode escolher aleatoriamente, em
cada jogada, uma estratégia. Desta
forma o opositor ndo sabe prever qual
a estratégia adoptada pelo jogador.

O problema de cada jogador sera
entdo ajustar estas probabilidades de
maneira 6ptima. Matematicamente
uma estratégia mista é uma distribui-
¢éo de probabilidades sobre estraté-
gias puras e ¢ através deste conceito
que se consegue resolver um jogo
matricial que néo possui equilibrios,
pois caso existam, eles s&o a solugéo
do jogo. °
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4. Qual das caixas fortes assal-
tar?

Para finalizar langamos mais um desa-
fio ao leitor. A solugdo sera apresen-
tada no proximo nimero da revista.

Os fundos de uma empresa estéo
guardados em duas caixas fortes

que se encontram localizadas a uma
grande distancia uma da outra. Numa
das caixas fortes estdo guardados
90.000€, enquanto que na outra s
estéo depositados 10.000€. Um
assaltante estabeleceu um plano

que consiste em abrir uma das caixa,
enquanto que ao mesmo tempo um
seu cumplice faz soar o alarme do
outro. Desta forma, ambos os alarmes
dos cofres soam em simultdneo. O
vigilante s6 tem tempo para se dirigir
a uma das caixas fortes; se opta por ir
ver o que se passa na caixa forte que

Surakarta

O Surakarta é um jogo de estratégia
abstracta, para todas as idades, facil
de aprender e de duragédo média.

Material. Joga-se entre 2 jogadores,
num tabuleiro com uma configuracéo
original, formado por uma grelha de
6x6 pontos ligados ortogonalmente, a
que se acrescentam 8 rotundas (cada
uma corresponde a trés quartos de
circulo) centradas nos vértices da
grelha. S&o necessarias 24 pegas, 12
de cada cor.

E um bom jogo para jogar na praia,
desenhando o tabuleiro na areia e
usando pedras e conchas.

Objectivo. Capturar todas as pegas
do adversério.
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*[11 Bicchieri,

n&o esté a ser assaltada, a empresa
perde o montante guardado na outra.
Por outro lado, se se dirige para a
caixa forte que esté a ser assaltada,
os ladrées conseguem fugir mas nao
levam nada. Qual pensa o leitor que
seria a caixa que um assaltante sofis-
ticado escolheria? Com que probabi-
lidade? Que deveria fazer o vigilante,
e quanto seria payoff esperado para o
assaltante?
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Abertura. Cada jogador coloca as
suas pegas nas duas fileiras de
pontos mais préximas de si.

Desenvolvimento. Os jogadores
jogam alternadamente, fazendo movi-
mentos ou capturas.

e Movimentos: uma pega pode
mover-se para uma casa adjacente
livre, na vertical, horizontal ou dia-
gonal (para a frente ou para tras).

o Capturas: para efectuar uma cap-
tura, deve existir um caminho livre
— ou seja, ndo é permitido saltar
sobre pegas — entre a peca do
jogador e a do adversério através
de uma das rotundas; a pega ata-
cante s6 pode percorrer casas na
horizontal ou na vertical, podendo
viajar sobre tantas rotundas e
casas livres quanto as necessarias
para alcancar a pega do adversario.
As capturas nao sdo obrigatorias.

Exemplo. A pega preta pode capturar
a pega branca:

® A2, deslocando-se para baixo;
e C2, deslocando-se para a esquerda;
e D2, deslocando-se para a direita;

e E2, deslocando-se para cima (passa

por duas rotundas).
/
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Final. Vence o jogador que primeiro
capturar todas as pegas do adversario
ou, ndo havendo mais jogadas possi-
veis, possuir maior vantagem nume-
rica. Pode registar-se um empate, por
exemplo, quando cada jogador possuir
uma peca em grupo de anéis distintos.

Se forem jogados varios jogos (em
nuimero par, para ambos os jogadores
terem a saida um mesmo nimero

de vezes), pode estabelecer-se a
seguinte pontuagéo: no fim de cada
jogo, o vencedor pontua o nimero de
pecas que ficam no tabuleiro. Ganha
quem arrecadar o maior total.

Nota. Surakarta ¢ o nome de uma
cidade indonésia, na ilha de Java,
banhada pelo rio Solo, nome pelo qual
a cidade é hoje vulgarmente conhe-
cida.



