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Para este nimero selecciondmos dois textos de Miguel Guzmén. O primeiro texto data do ano 2000, tendo constituido a
base da intervengéo do autor numa mesa redonda realizada em Espanha, no 4mbito das comemoragdbes do Ano Mundial da
Matematica. Aqui Miguel Guzmén apresenta a sua viséo da Matemética e a importéncia que atribui a Educagdo Matemética.
A ré saltadora € o segundo texto que seleccionémos. Trata-se de um dos capitulos do seu livro Contos com contas, um bom
exemplo da atengdo que dedicou & divulgacdo da Matemética.

O sentido da educagdo matemdtica e a orientacio
actual do nosso sistema educativo

Dos trés objectivos da celebragéo do
Ano Mundial da Matemética, expres-
sos na Declaragao do Rio de Janeiro,
dois deles referem-se muito explicita-
mente a educagéo.

O segundo afirma que uma vez que a
matematica é uma chave fundamen-
tal para a compreenséo do mundo

e o desenvolvimento integral do ser
humano, torna-se essencial que a cul-
tura matemética, bem como o acesso
& informagao cientifica, em particular
a matematica, sejam bens suficiente-
mente repartidos por todos os paises.
Uma educagéo e informacéo bem
desenhadas nos diferentes niveis, séo
meios necessarios para o conseguir.

O terceiro objectivo refere-se & edu-
cagéo metematica da sociedade no
seu conjunto. Trata-se no fundo, de
que‘a sociedade tenha uma viséo
cabal daquilo que a matematica
representou e representa no desen-
volvimento integral da humanidade. A
presenca da matemaética na sociedade
actualmente, costuma ser muito mais
ténue do que deveria e por outro lado
costuma aparecer distorcida através
de falsos esteredtipos relativos ao
seu caracter, para muitos abstruso e
inutil.

Esta vis8o contrasta fortemente com
0 que a matematica foi em muitas das
etapas mais gloriosas da sua longa
histéria. A matematica, tal como a
entendemos e praticamos hoje em
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dia, nasceu na comunidade cientifico-
religiosa dos pitagéricos, no século
Vl a.c. e foi concebida como uma via,
um método através do qual o homem
pudesse aproximar-se da profundi-
dade do universo, o que os pitago-
ricos designavam como “raizes e
fontes da natureza’. Naquele tempo,
a actividade matematica estava muito
longe de ser a mera técnica rotineira
para dominar alguns aspectos da
nossa envolvente fisica, na qual em
grande parte a convertemos hoje. O
que Pitagoras e os pitagéricos come-
garam a compreender na sua contem-
plagéo matemética, tornando-se de tal
muito conscientes, foi das harmonias
presentes na propria estrutura deste
universo em que vivemos. E era nessa
contemplagéo que baseavam a sua
prépria vida ética e religiosa.

Se o universo todo esté construido
de forma t&o harmoniosa conforme
nos apercebemos através do conhe-
cimento matemético, para eles era
evidente que a nossa propria vida
humana deveria procurar acomodar-se
a essa harmonia, em primeiro lugar
comtemplando-a e depois respei-
tando-a e favorecendo-a, tanto nos
seus aspectos fisicos mais externos
como também nos mais especifica-
mente humanos, através do respeito
especial em relagéo aos seres vivos

e muito particularmente através das
relagbes mutuas com os outros seres,
tanto humanos como divinos. A pra-

tica matemaética foi de certo modo,
entre os pitagodricos, um guia de
contemplacéo e de comportamento.
Uma boa ligdo de humanismo ecol6-
gico que infelizmente desaproveita-
mos, convertendo em grande parte

a educagéo matematica, numa rotina
de certo modo vazia, as aulas dos
Nnossos jovens, precisamente quando
seria mais necessario fazer uso da
capacidade formativa e integradora da
préatica matematica.

No entanto, ¢ claro que a matematica
também foi e deve continuar a ser
uma ciéncia em busca da verdade,
uma ferramenta que vem em auxilio de
todas as outras ciéncias e actividades
do homem, uma actividade criadora
de uma beleza apenas acessivel aos
olhos da alma, como dizia Platéo. E
para que nos tornemos eficientes
nestes aspectos da matematica, é
evidentemente necessério adquirir um
dominio bésico inicial das suas ferra-
mentas mais essenciais.

Esta visdo ampla da actividade mate-
matica, devia transformar a educacéo
matematica, de rival em perpétua
competi¢do com a educagdo humanis-
tica — como é entendida por muitos
— no aliado educativo valioso que foi
na préatica dos mais destacados pen-
sadores da nossa cjvilizagéo. Estas
facetas profundamente humanas da
matematica s&o as que deveriam fazer
dela um dos grandes eixos do nosso
sistema educativo, se fossemos capa-
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zes de preparar os nossos professo-
res dos diversos niveis para tal tarefa
e de orientar convenientemente os
nossos programas educativos.

Porque, por outro lado, a prépria
natureza da actividade matematica, é
capaz de estimular alguns dos aspec-
tos éticos importantes que uma edu-
cagao moderna deveria contemplar
como objectivos, conforme procurarei
evidenciar sucintamente, em seguida.

A raiz do caracter envolvente da
matematica inclusivamente sobre os
aspectos éticos do seu comporta-
mento, reside na sua prépria natureza.
A matemética € uma exploragéo de
certas estruturas omnipresentes

e mais ou menos complexas que
aparecem na nossa realidade e que
admitem essa aproximagéo racional,
manipulédvel mediante simbolos, que
confere as nossas mé&os um certo
dominio da realidade a que se referem
e a que chamamos matematizagéo. A
matematica aproxima-se da multipli-
cidade das coisas e cria a aritmética,
aproxima-se das formas e origina a
geometria, explora o préprio sim-
bolo surgido na mente e faz nascer

a élgebra, analisa as alterages e
transformagdes e faz surgir a andlise
matematica, ...

Nesta actividade, a obrigagéo da
mente humana consiste em interpretar
racionalmente, o melhor que pode,
umas realidades, uns factos, que se
apresentam como dados, como pré-
vios. Isto constitui uma das experién-
cias profundas que todos os matema-
ticos vivem nas suas tarefas comuns:
compreender que ‘estdo a seguir
marcas que de certa forma estéo a
guia-los no seu trabalho. Esta submis-
sé0 a verdade e & realidade, que esta
normalmente téo enraizada no cien-
tista, constitui sem ddvida uma das
caracteristicas mais importantes que
deveriamos apreciar e estimular em
todos nos. E esta busca da verdade,
como € o caso, constitui um dos
tragos tipicos do cientista, e muito
particularmente do matematico, para
quem costuma ser bem mais claro do
que para os outros cientistas, quando
uma situagéo é uma hipdtese de
trabalho e quando passou a ser uma
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verdade incontroversa. A agradavel
aceitagéo desta verdade, seja quem
for que a tenha encontrado e quer
contradiga ou ndo as expectativas
prévias, é outra das caracteristicas de
generosidade que se d&o no trabalho
matematico. O prazer da contem-
placéo da verdade e da partilha com
outros da beleza que costuma resultar
da sua contemplagéo, é o prémio que
o matematico recebe dessa atitude
aberta e generosa.

O sentimento de profunda humildade
perante a imensidéo de verdades
ainda por descobrir, € outra das atitu-
des éticas importantes que a matema-
tica pode estimular. Newton exprimiu-
-0 em belas palavras: “Néo sei o que
a posteridade pensaré de mim, mas
parece-me que fui um menino a brin-
car a beira-mar, divertindo-se a encon-
trar de vez em quando um godo mais
liso ou uma concha mais bonita que
de costume, enquanto que o grande
oceano da verdade permanece por
descobrir perante mim”.

A actividade matemética faz-nos
sentir, mais do que em qualquer outra
ciéncia, proximos de todos os que tra-
balham com entusiasmo nas nossas
préprias tarefas, tanto os da actuali-
dade como os nossos mais afastados
antecessores. Os teoremas que
foram demonstrados pelos babilénios
ou pelos antigos gregos, continuam

a ser t&o validos hoje como entdo. O
trabalho matemético é tarefa comum
e participada. O préprio Newton

dizia: "Se alguma coisa consegui,

foi porque me apoiei em ombros de
gigantes ".

Portanto, do ponto de vista da
matematica poderemos aprender a
compreender muito claramente esta
responsabilidade comum de fazer pro-
gredir a nossa cultura.

A matematica baseia-se na sua pro-
pria esséncia, no consenso. Os seus
préprios inicios chamam-se postula-
dos e as definigbes dos novos objec-
tos que se vao introduzindo também
s&o convengoes. E sobre eles que
assenta a totalidade do edificio que
vamos construindo. A aceitagéo do
consenso € uma outra das atitudes
importantes na nossa sociedade que a

matematica é capaz de fomentar.

A matemética é consenso, € submis-
sdo a realidade, mas é também e de
uma forma muito importante, liberdade
criativa. Como Georg Cantor, o cria-
dor da teoria de conjuntos afirmava
solenemente no inicio do século 20,
“a esséncia da matemética é a liber-
dade”. E que, do mesmo modo que

o artista que pretende exprimir aos
outros uma vivéncia, uma visdo muito
especial que tem, também o matema-
tico dispde de muitos procedimentos
possiveis para o fazer. A matematica é
sem dlvida descoberta, mas também
criacéo livre, aventura.

Tudo isto representa um grande repto
para um sistema educativo que pre-
tende ser actual e eficiente. Na minha
opinido, que considero partilhada

por uma grande parte da comuni-
dade matematica espanhola, existem
muitos elementos na actual estrutura
do nosso sistema educativo, que
impedem que os nossos jovens rece-
bam na sua educagdo matematica, os
grandes beneficios que esta lhes pode
proporcionar. Enunciarei em seguida
alguns que provavelmente se torna-
réo mais explicitos no decorrer desta
mesa redonda.

1. A formagdo em conteddos mate-
maticos e em métodos de didéctica
propriamente matematica que actu-
almente recebem os professores
do ensino primério, por diversos
motivos, € insuficiente para o pos-
terior exercicio das suas fungoes,
inclusivamente para desenvolver
os relativamente pobres objectivos
actuais, quanto mais para os que
assinalei antes.

2. A formacgéo de professores do
ensino secundario e também a dos
professores do ensino superiot,
fundamentalmente centrada nos
conteldos e saberes propriamente
matematicos, omite muitos dos
aspectos que tém que ver com
essa viséo integral da matematica
da qual eles proprios deviam estar
imbuidos e descuida os conheci-
mentos e atitudes necessarias para
que sejam capazes de estimular
uma correcta aprendizagem nos
seus alunos.
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3. O tempo dedicado pelos nossos
estudantes nos primeiros niveis,
primario e secundario, ao estudo
da matematica, €, em minha opi-
nido, muito insuficiente. Estamos
a esquecer-nos de que os dois
eixos em torno dos quais deve
girar a formagao actual dos nossos
mais jovens sdo a lingua e a mate-
matica, como sucede nos paises
cientificamente rais avancados a
nossa volta. A matematica, como
disciplina claramente acumulativa,
precisa de tempo suficiente para a
aquisicdo das ferramentas bésicas.
Sem um dominio satisfatério delas,
é impossivel conseguir apreciar o
seu papel na nossa cultura actual.
E muito desejavel, para aproveitar o
papel integrador da matematica, ir
além das meras consideragoes téc-
nicas e rotineiras, mas é claro que,
sem um minimo de conhecimentos

Talvez conhegas o jogo da ré salta-
dora. Se néo conheces, tanto melhor.
Para o jogar podes tragar num papel
bem grande uma rede de quadriculas
grandes onde caibam uma moeda de
1€ ou de 2€. Na rede traga uma linha
horizontal grossa a cinco quadriculas
da linha horizontal superior. Algo do
tipo: :

O jogo consiste no seguinte. Colocas
ao principio um nimero de moedas,
o que quiseres, distribuidas como -

bésicos nunca o conseguiremos.
Além de que os elementos mera-
mente rotineiros, com o tempo,
convertem-se em bagagem util em
si mesmos.

4. A extenséo da educagéo obriga-
toria até aos 16 anos, constitui
claramente um progresso exigido
pela sociedade e pela envolvente
em que a nossa sociedade esta
imersa. Mas é claro que para rea-
lizar esta mudanca de forma satis-
fatdria nao é suficiente aumentar e
redistribuir o nimero de centros e
de professores, mas antes efectuar
uma reforma muito mais radical da
organizagao do sistema secundario
e dos proprios programas, com
especial atengéo a enorme hetero-
geneidade de alunos, com interes-
ses muito diferentes, os quais, nem
professores nem programas estéo
preparados para ter em atengéo.

A ra saltadora
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te parecer melhor, cada uma numa
quadricula abaixo do trago grosso.
Uma vez colocadas, vais comegar a
mover e retirar moedas do tabuleiro.
Podem-se mover s6 horizontalmente
(para a direita e para a esquerda) e
verticalmente (para cima) saltando por
cima de outra contigua sempre que
a quadricula para que se salta esta
vazia, comendo (retirando) a moeda
sobre que se saltou. Por exemplo,
desta situagao

o)®)

~ pode-se passar a

O

0

Em todos os aspectos assinalados,

a comparacéo das estruturas educa-
tivas do nosso pais com as vigentes
em outros paises vizinhos, manifesta
claramente as caréncias com que nos
debatemos. Estamos assim a poér em
perigo, ndo so6 a eficacia do nosso sis-
tema educativo na direcgéo correcta,
ou seja, em direcgéo a formagao inte-
gral apropriada dos nossos jovens,
mas também o desenvolvimento

das capacidades do nosso potencial
industrial e tecnoldgico.

Tradugéo
Susana Diego
Nota

Este texto encontra-se disponivel em espa-
nhol em http://ochoa.mat.ucm.es/~guzman/

ou desta a esta

O

O
®)

Trata-se de colocar ao principio as
moedas debaixo do trago de modo a
conseguir colocar uma moeda com
os movimentos permitidos o mais

~alto possivel acima do trago grosso.

Quando tiveres praticado um pouco,
podes tratar de o fazer com o minimo
nimero de moedas.

Por exemplo, para chegar a primeira
fila por cima do traco grosso é claro
gue s6 com uma moeda néo o con-
segues (n&o te permite nenhum
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movimento) mas com duas colocadas
assim

j& o podes fazer. O nimero minimo de
moedas suficiente para colocar uma
na primeira fila de cima é 2. Comega a
trabalhar. Como chegar a fila 2?7 Qual
sera o niumero minimo? E a fila 3,4
etc.? N&o quero tirar-te o gosto de o
fazeres sozinho. Fecha a revista e s6
depois de teres jogado um bocado
vem ter comigo outra vez.

Depressa teras descoberto que para
por uma moeda na fila 2 tens que
chegar a esta situagéo.

O
O

Para chegar a ela é-te suficiente colo-
car quatro moedas nesta situagéo.

000
@)

E facil ver que com trés néo podes
chegar a segunda fila. Para chegar a
fila 2 0 nimero minimo suficiente é 4.

E para a fila 37 O ideal seria colocar
inicialmente as moedas de modo que
possamos chegar & posigéo

000

ou & sua simétrica, pois assim jé sabe-
mos que podemos subir duas filas
mais. Como podemos fazé-lo? Como
as coisas se vdo complicando mais, o
melhor é tratar de inventar um modo
sistematico de proceder. Este pode
ser um bem razoavel: jogar para tras.
Isto é, a nossa ré vai-se mover para a
segunda quadricula em baixo ou para
a segunda quadricula & direita ou a
‘esquerda, pondo uma moeda na qua-
dricula imediata da mesma direcgéo,
supondo sempre que esta esteja livre.
Quer dizer, desta situagao

O

pode-se passar a esta

O
O

e desta

O

a esta

oJle,

Mediante estes movimentos, temos
de tratar de colocar todas as pegas
gue resultam desta situagéo

0000

O
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debaixo da linha grossa.

Se te exercitares um pouco com
este sistema, veras que chegas em
seguida a esta situacéo

00000

000

desde que, jogando a direito, passas a
terceira fila. Sao oito moedas. Podes
demonstrar que n&o se consegue
fazer com menos?

E curioso observar que & terceira fila
se pode chegar também a partir da
situagédo seguinte, também de oito
moedas,

00000
@)
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O

sem necessidade de passar pela situ-
agéo intermédia correspondente ao
salto até a segunda fila de cima

e, assim, esta posigéo inicial em forma

de T néo resulta pelo facto de jogar ao
contrario.

Resumamos os nossos achados:

e Para fila 1, o nUmero minimo é 2.

e Para fila 2, o nimero minimo é 22
e Para fila 3, o nimero minimo é 23.
Parece que se pode dizer: mal ira

se para a fila 4 n&o for 2* o nimero
minimo, n&o é assim?

Pois, por mal que parega, assim
sucede. Para chegar a fila 4 seré sufi-
ciente (ndo necessario, em principio,
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como vimos que sucedia com a fila 3)
partir de uma situagao inicial da qual
possamos chegar a uma das posi¢bes

Mas a situagéo A pode-te levar
também, jogando ao contrario, a esta,

00000

O
000

"'0o/0/o|0

ou, naturalmente, & simétrica da pri-
meira.

Jogando ao contréario e com certo

O

O

O
@)

000
000

o)

0000
0000

que é distinta da anterior, mas ambas
tém 20 moedas. Poder-se-a chegar
com menos? Porque no tentas? E
para a fila 57 Adiante. Veras que com
menos de 20 moedas ndo consegues
chegar a fila 4. Para a fila 4 o nimero
minimo é 20, o que ensina que n&o
nos devemos fiar demasiado em indu-
¢Oes prematuras.

E para a fila 57 J& ndo pisamos ter-
reno firme para fazer uma conjectura.

Pois bem, mesmo que possa pare-
cer surpreendente, a fila ndo se
pode chegar com nenhum numero
de fichas, coloquem-se elas onde se
quiser.

A demonstragéo seguinte deve-se a

John Conway de Cambridge'. Toma-
mos o nimero positivo w tal que

w? 4+ w = 1. Misterioso, ndo é? Pois
resulta que, para maior desconcerto,
w é o nimero aureo?® ¢ > 0 tal que

<p_<p+1

1 ®

Ponhamos em cada quadricula do
nosso tabuleiro, indefinidamente pro-
longado para abaixo e para a direita
e a esquerda, uma poténcia de w tal
como te indico na figura seguinte.

cuidado para ndo introduzir fichas

supérfluas, verés que a situagdo Ae a
situagéo B te podem levar a situagéo = =l wdlw?|w]| 1| w W o e o el
inicial seguinte TEarE EEEE sl s
— | = = | wb| wd| wt| wd| w2 | w3 ol o
=R et R s e
00/0[0[0[0] || [[rltewlzlohl I
« - = | = | w?| wB| w| wh| wd|wb w2l = = | =
o e e e e R R P
o o o o 0 o s e e R e e
— | = = lw 2w 1w w?| ws|w? ilplal SRe ]
o o — | = | = |ew3lw 2w w9 w® lww! fw' w3 = | = | -
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Observa agora os dois factos seguin-
tes:

a) A soma de todos os nimeros que
figuram abaixo do eixo é

S=(w+wt +w'+..)+
Sl e
2w’ +wd+uw +..)+... =

e 20
= 1—w+21—w+
7
+21*w+"'
e como 1 — w = w? resulta

S £ 2w5 £ 20° o es =
=W +wr4+w'+..)+
w4+ ) =

S=il
Assim, a soma dos nimeros cor-
respondentes a um ndmero finito de
quadriculas é estritamente menor do
que 1.

b) Interpretemos agora os nossos
movimentos permitidos com as
moedas em relagédo a estes nime-
ros do modo seguinte. Somemos
os numeros correspondentes a
estas quadriculas do tabuleiro ocu-
padas por moedas antes e depois
do movimento. Por exemplo,

(D) w|  [u]w

26

ANTES DEPOIS
w? + w7 - w
Outro caso
ANTES DEPOIS

R — g S il
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Este facto, como facilmente percebe-
rés, é geral, quer dizer, a soma corres-
pondente a quadriculas ocupadas é a
mesma ou menor ao longo de todos
0S Nossos possiveis movimentos.

Bem, agora, a soma correspondente

a quadriculas ocupadas ao comegar o
jogo (um ndmero finito de casas ocu-
padas) é, como vimos, menor

que 1. Se, com 0s nossos movimen-

tos, conseguissemos chegar a quinta

fila, colocando o nosso 1 nessa qua-
dricula da quinta fila que se alcanga,
a soma correspondente a quadriculas
ocupadas no final seria maior ou igual
a 1, o que é impossivel.

A ideia de Conway é muito enge-
nhosa. Porque nao tratas de a
explorar para aclarar algumas das per-
guntas que ficaram por colocar? Um
pouco de algebra ajudar-te-a.

1) Demonstra que, efectivamente, o
nimero minimo de moedas para
chegar a fila 3 é 8 e para afila 4 é
20. Este dltimo nao é facil;

2) Investiga se as Unicas posi¢des
iniciais para chegar a fila 3 e 4 séo
as assinaladas e suas simétricas.

3) Pde a ti proprio outros problemas
semelhantes, como, por exemplo,
se se pode, e como, chegar as
situagdes

00000

0000

E pedir-te-ia que me escrevesses se
tens alguma ideia inspiradora sobre
toda esta embrulh/ada. Obrigado.

Notas

1 John H. Conway, reputado matemé-
tico, actualmente na Universidade de
Princeton, autor de inimeros e importan-
tes trabalhos entre os quais On Numbers
and Games, e co-autor da obra em dois
volumes Winning ways (N.T.).

2 Ondmero &ureo, que aparece neste capi-

tulo, foi desde a antiguidade um nimero
misterioso que surge em situagoes extre-
mamente diversas. A secgéo durea dos
monumentos cléssicos, neoclassicos e
modernos € a propor¢éo geométrica em
que um ponto interior P de um segmento
AB divide o segmento de tal forma que
AB/AP = AP/PB. Resulta assim para
AP/PB o valor 0,618 ... que se deno-
mina nimero aureo.
Uma das situagdes curiosas em que apa-
rece o numero aureo é a seguinte: Leo-
nardo de Pisa, o matematico mais impor-
tante da ldade Média (nasceu por volta
de 1170), também chamado Fibonacci,
propds na sua obra mais importante,
Liber Abaci, onde introduziu os numerais
arabes no Ocidente, o seguinte problema
curioso: “Certo homem pds um par de
coelhos num lugar rodeado por todos os
lados por uma vala. Quantos pares de
coelhos serdo gerados num ano, a partir
daquele par, supondo que cada par gera
em cada més um novo par, que comega a
ser produtivo a partir do segundo més?”.
A sucess&o do nimero de pares que ha
em cada um dos meses sucessivos, 1,
1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ..., em que
cada termo é a soma dos dois anterio-
res, denomina-se sucessdo de Fibonacci.
Pois bem, a razédo entre cada termo da
sucessao de Fibonacci e o seguinte apro-
xima-se cada vez mais do niimero aureo
(o limite desta razédo é precisamente o
nimero aureo).

Nota

Este texto esta publicado no livro Contos com
contas pp. 99-111 da colecgédo O prazer da
Matemaética da editora Gradiva, a quem agra-
decemos a autorizagéo para reproduzir.



