Como foi referido no nimero ante-

rior, a incursdo da teoria de jogos
continua com a anélise de jogos de
dois jogadores de soma zero. Na vida
real, a maior parte das vezes os jogos
n&o s&o deste tipo. Os jogadores,
geralmente, preferem aliar-se e dividir
resultados do que jogar individual-
mente com vista a receberem um
prémio melhor. Um jogo de soma zero
ndo cria nada de valor. Os jogadores
atacam-se mutuamente.

No artigo anterior vimos que qual-

quer jogo com dois jogadores pode
ser representado por uma matriz de
payoffs. Futuramente representare-

mos qualquer jogo de dois jogadores
de soma zero como um jogo matricial,
isto &, através de uma matriz M do
tipo m x n identificando os dois joga-
dores como jogador linha e jogador
coluna. As m estratégias do jogador
linha seréo identificadas através das
linhas da matriz M e as n estratégias
do jogador coluna representar-se-do
nas colunas da matriz M. Dada a defi-
ni¢do de jogo de dois jogadores de
soma zero, € obvio que escolhendo o
jogador linha a estratégia ¢ e o joga-
dor coluna a estratégia j, sendo m;;
o payoff do primeiro jogador entéo o
payoff do segundo jogador é exacta-
mente — my;.

Foi von Neumann quem apresentou
um dos maiores resultados para este
tipo de jogos. Ele demonstrou rigoro-
samente que existe sempre um curso
racional de acgéo em jogos de dois
jogadores, desde que os seus interes-
ses sejam completamente opostos.
De forma Unica e inequivoca von Neu-
mann respondeu a questao “como
posso maximizar os meus payoffs em
jogos de soma zero com dois jogado-
res?”.

SUNEC SUNEC
’ 1u.m. 2u. m. 1 u. m. 2 u. m. ’ . Y
u. m. 0:0 5000; -5000 1u.m. 0 5000 “min: 0
SUMUS . SUMUS maximin: O
2 u. m. -5000;5000 0;0 P 2 u. m. -5000 0 min: -5000
Figura 1 Figura 2
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Intuitivamente, a ideia de solugdo para
qualquer jogo leva-nos a pensar em
equilibrio, entendendo-se este como
um n-uplo de estratégias onde cada
jogador joga o seu melhor face aos
outros jogadores.

No contexto de jogos de soma zero,
a ideia de equilibrio pode ser traduzida
através de um par de estratégias do
seguinte modo:

Seja (p, q) um par de estratégias em
equilibrio, entdo m;q < mpy, Vi e
Mypj = mpq,Vj.

Saliente-se que a segunda desigual-
dade é contréria da primeira uma

vez que o payoff do jogador coluna

€ o simétrico do payoff do jogador
linha. Estas desigualdades motivam a
seguinte definigéo.

Definicéo: Seja M uma matriz real.
Um elemento m,,, de M é um ponto
sela se é simultaneamente um minimo
da sua linha e um méximo da sua
coluna.

Assim, se M é um jogo matricial,
entéo my,, € um ponto sela se e s6
se (p, q) € um par de estratégias de
equilibrio. Logo, se um jogo de soma
zero tem um equilibrio, tem uma solu-
¢do. No entanto, um jogo de soma
zero com dois jogadores pode ter
muiltiplos equilibrios. Porém, todo o
equilibrio de um jogo de soma zero
com dois jogadores tem o mesmo
valor e, portanto, podemos identificar
os payoffs da solugéo com qualquer
um desses equilibrios.

Tomemos um exemplo de duopdlio,
baseado em R. A. McCain, de duas
empresas que vendem sumos engar-
rafados. Para facilitar o estudo desig-
nemos por SUMUS e SUNEC essas
empresas. Cada companhia tem um
custo fixo de 5.000 u. m., independen-
temente da quantidade de garrafas
vendidas. As duas companhias com-
petem pelo mesmo mercado e tém
de escolher entre vender cada garrafa
por um pre¢o de 1 u. m. ou por um
prego de 2 u. m..

Os pressupostos do problema séo:

® por um prego de 2 u. m. por
garrafa, 5.000 garrafas podem
ser vendidas com um retorno de
10.000 u. m;

® por um preco de 1 u. m. por
garrafa, 10.000 garrafas podem
ser vendidas com um retorno de
10.000 u. m,;

¢ se ambas as companhias coloca-
rem as garrafas no mercado pelo
mesmo preco, dividem igualmente
as vendas;

® se uma empresa colocar o prego
mais alto que a outra, a companhia
com o prego mais baixo vende
toda a quantidade enquanto que a
empresa que coloca o pre¢co mais
alto néo vende nada;

® 0s payoffs séo os lucros, depois de
deduzidos os custos fixos.

A figura 1 representa a matriz de
payoffs do jogo.

Para analisar o resultado do jogo do
ponto de vista da companhia SUMUS,
utilizam-se os conceitos de maximin e
minimax, que resultam num ponto de
equilibrio. Max s&o os maiores valores
das colunas e min sdo os menores
valores das linhas.

SUNEC

1u m. 2 u. m.

1Tu m. 0 -5000
SUMUS : SUMUS

2 u. m. 5000 0

min: O min: -5000

maximin: 0 {
Figura 3 Figura 4

Suponhamos em primeiro lugar que
embora cada empresa seja capaz de
fazer uma previséo razoével da matriz
de payoffs, ela ignora a estratégia que
o seu concorrente ird4 adoptar. Igno-
rando os planos da empresa SUNEC,
a empresa SUMUS poderéa proceder
da seguinte forma: determinar, em
primeiro lugar, o menor payoff que
pode receber em cada uma das suas
estratégias (minimo de cada linha da
matriz de payoffs). Em segundo lugar
escolher a estratégia que possui o
mais alto minimo (escolha da linha da
matriz de payoffs). Assim, empresa
SUMUS pode assegurar-se de que,
qualquer que seja a decisdo do seu
concorrente, ele nao obteré o pior
resultado possivel ao evitar os resulta-
dos menos favoraveis (linhas de mini-
mos mais baixos). Da mesma forma
a empresa também nunca atingira o
melhor resultado possivel pois, pro-
positadamente, ignorou os melhores
resultados.

A figura 2 explicita a aplicagéo deste
procedimento a tabela representada
na figura 1, para a empresa SUMUS.

Examinando o resultado do jogo do
ponto de vista da empresa SUNEC,
adoptando os mesmos critérios, esta
empresa ird, também, procurar o seu
maximin.

A empresa SUNEC ira procurar o
méximo do conjunto de minimos nas
colunas na sua matriz de payoffs
(figura 3).

Entretanto, dado o conceito de jogo
de soma zero, a escolha do méximo
dos minimos das colunas matriz de
payoffs da empresa SUNEC deve
gerar a mesma estratégia que da o
minimo dos maximos nas colunas
da matriz de payoffs da empresa
SUMUS. Analisando a figura 4, con-
cluimos que se a empresa SUNEC

SUNEC
1Tu.m. 2u.m.
u. m. 0 5000
2u.m. | -5000 . 0
max: O max: 5000
minimax: O
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tentar achar o minimax (minimo do
conjunto de maximos) na matriz de
payoffs da empresa SUMUS, ela

ird seleccionar a mesma estratégia
quando tenta encontrar o maximin da
respectiva matriz de payoffs. Mate-
maticamente temos que o equilibrio
do jogo se verifica exactamente num
ponto sela da matriz da payoffs e
portanto o maximin é exactamente o
minimax.

Generalizando este resultado obtém-
se o chamado

Teorema Minimax: Qualquer jogo de
soma nula com dois jogadores tem
uma solugéo onde o payoff maximin é
igual ao payoff minimax.

Assim, para duas pessoas, um jogo
de soma zero é racional para cada um
dos jogadores que escolher a estraté-
gia que maximiza o minimo payoff, e
o par de estratégias e payoffs tal que
cada jogador maximiza o respectivo
minimo é a solugéo do jogo.

Mediante o exposto o leitor ja pode
verificar que a solugéo do jogo pro-
posto: lll e B sdo as estratégias
adequadas e o seu payoff sera de 2
euros.

Vimos que um equilibrio é uma condi-
¢&o necesséria para que uma combi-
nagéo de estratégias seja a solugéo
de um jogo. Se uma combinagéo de
estratégias ndo é um equilibrio, entédo
pelo menos um dos jogadores tem
incentivos para alterar o seu jogo. No
préximo artigo veremos que a melhor
maneira dos jogadores se protegerem
contra o insucesso € utilizarem estra-
tégias mistas. Se os jogadores se
munirem apenas de estratégias puras
correm o risco dos seus opositores
descobrirem qual a estratégia que vao
usar e, consequentemente, as perdas
nesse caso sdo maiores.
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