O cao e o prisioneiro
Manuel Saraiva, Universidade da Beira Interior

H4 uns meses atrds fui colocado perante o seguinte
problema: Um prisioneiro encontra-se no centro do pdtio
de uma prisao e é guardado por um cdo que tem, em
todos os momentos, uma velocidade =« vezes a sua. O

pdtio tem a forma de um quadrado com 200m de lado.

O cdo desloca-se sempre ao longo dos lados do pdtio,
podendo mudar a direcgdo e o sentido do seu movi-
mento. Inicialmente o homem estd no centro do pdtio,
podendo deslocar-se no seu interior em qualquer direc-
¢do e sentido; por seu lado, o cdo encontra-se num dos
vértices e, como bom guarda, estd atento a todos os
movimentos do prisioneiro, procurando sempre a melhor
trajectéria para o apanhar.

Nestas condigdes, terd o prisioneiro alguma hipdtese
de fuga?

Confesso que, na altura, fiquei motivado e com von-
tade de chegar a alguma conclusao acerca do alcance,
ou ndo, da liberdade por parte do prisioneiro.

Como resolver a situagdo? Por onde comegar? Que
estratégia definir? Qual a Matemdtica necessdria?

Na realidade, € este conjunto de interrogagdes que
torna aliciante estas situagbes, que as torna mesmo num
desafio e num agucar do espirito criativo e de iniciativa
— € o ndo se saber, ao principio, o que fazer, € o por
a funcionar a nossa intui¢do, é o educar a nossa von-
tade e determinagdo em resolver as situagdes problemé-
ticas que se nos deparam no dia a dia.

Comegou-se por fixar o vértice onde se encontra o
cdo (ponto C da figura 1) — note-se que € indiferente
a escolha de tal vértice pois a resolugdo do problema
é independente desse facto; em seguida restringiu-se o
movimento do homem a um movimento rectilineo desde
o centro do pétio (H) até cada um dos pontos dos lados
do mesmo (nada de fintas ao cao!). Impostas estas con-
digdes (um caso particular do problema), a questdo
reside em saber se existird algum «caminho», desde o
centro do pétio até um determinado ponto de um dos
seus lados, que o homem possa percorrer em menos
tempo do que aquele que € gasto pelo cdo a chegar a
esse mesmo ponto, desde o seu vértice de partida.

Designando por:

Th — tempo gasto pelo homem em cada percurso

Tc — tempo gasto pelo cdo em cada percurso

Eh — espago percorrido pelo homem em cada per-
curso

Ec — espaco percorrido pelo cdo em cada percurso

Vh — velocidade do homem

Vc — velocidade do cdo
pretende-se saber se Th < Tc para algum «caminho».
Como o movimento é uniforme (segundo o enunciado)
pode-se escrever Th = Eh / Vh e Tc = Ec / Vc; logo,
para que Th < Tc, vird Eh / Vh < Ec / Vc. Fazendo
Vh = 1 vem Vc = m, chegando-se & relagdo Ec / Eh
> 7. Pode-se entiio dizer que o homem conseguird
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fugir ao céio (nas condigdes atrds indicadas) se a raziio
entre o espaco percorrido pelo cdio e o espago per-
corrido pelo homem (para cada caso, claro) for supe-
rior a .

Mas quando é que isso acontece? Serd que se pode
ter esperancga?

Como o cdo escolhe sempre o caminho éptimo, basta
analisar o que se passa desde o ponto C até ao ponto
E, «via» ponto D, por exemplo (ver figura 1).

Figura 1 C# ] =

Surge, talvez, a tentagio de ver o que se passa em
E — o ponto mais distante do cio: Eh = 100V2 me
Ec = 400m vindo Ec / Eh = 2 V2 < 7. O cdo
chega primeiro do que o prisioneiro.

Perante este facto poder-se-d jd concluir que o cdo
apanha sempre o homem? Talvez ndo! Faga-se o estudo
para os restantes pontos.

Comege-se por analisar o que se passa em [CC’] (ver
fig. 1).

Considerando um referencial ortonormado com ori-
gem em C (fig. 1) pode-se dizer que:

1) CC’ = 100m (espago percorrido pelo cdo de
C a C’) e o espago percorrido pelo homem ao dirigir-

-se para os pontos de [CC’] varia de 100m (em C’) a
\/F)%TN%% m (em C);

2) o maior valor de Ec / Eh € 1 (100/100 correspon-
dente i situagdo em C’) que € menor que 7.

Conclui-se entiio que o prisioneiro nio tem hipé-
teses de fuga quando se dirige para os pontos de
[CC’].

Um raciocinio idéntico leva a concluir que o homem
ndo tem possibilidades de fugir se o tentar fazer por
qualquer ponto de [C’D] ou de [DD’]. Note-se que em
D’, Ec / Eh = 3 < 7 sendo, no entanto, um valor j4
bastante préximo de w. Este dado leva a acreditar na
possibilidade de fuga do prisioneiro por pontos de [D’E].
Mas serd mesmo possivel o homem fugir? Nao se sabe
Jé que o cdo chega primeiro que o homem ao ponto E?

Faca-se entio o estudo para o caso dos pontos com-
preendidos entre D’ e E.

Pretende-se saber se existe algum valor de x para o
qual Th < Tc (ver fig. 2). Neste caso Ec = (200 +
100) + x (m) e Eh = VxZ + 1007 (m).
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Figura 2 -
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Entdo, e de Th < T¢, vird Ec / Eh > 7, ou seja, a
inequagdo [(300 + x) / VxZ + 1007 ] > =, cujo con-
junto solucdo € o conjunto S=] 21.032092, 46.61894 [.

Constata-se assim, com alguma surpresa, que o pri-
sioneiro tem as possibilidades de fuga indicadas a tra-
cejado na figura 3.

(200,146.61894)
{200,121.032092)

Figura 3 s
g“.c

Note-se que a abordagem do problema apenas con-
templou uma estratégia de fuga, talvez mesmo a mais
simples, a mais linear; outras estratégias poderiam ter
sido consideradas como, por exemplo, a hip6tese do pri-
sioneiro poder alterar a sua trajectdria antes mesmo de
chegar ao seu destino, ao ver que o cdo ia chegar pri-
meiro do que ele.

Quanto a mim, este problema sé por si j4 € um bom
problema a colocar aos alunos, nio s6 pelo desafio que
pode provocar quanto & procura de uma boa estratégia,
mas também ﬁelo conjunto de conhecimentos de Geo-
metria e de Algebra necessdrios para a sua resolugdo;
porém, ele pode constituir ainda um belo exemplo da
iitil e vantajosa utilizagdo do microcomputador na sala
de aula -- como simulador de situagdes probleméticas.
Creio mesmo que, se na simulagio a apresentar aos alu-
nos limitarmos os caminhos do prisioneiro (ndo deixar-
mos que 0 homem tome os caminhos que o conduzem
a liberdade), ficaremos com um belissimo comego de
aula, onde os ingredientes de uma boa motivagio estdo
associados 2 um bom problema para resolver.

Um problema, normalmente, tem vérias formas de
resolugio e levanta sempre novas questdes. Um pro-
blema dos problemas é mesmo tentar resolvé-los pelo
processo mais simples e mais econémico, bem como
resolver as novas questdes levantadas, porque mais com-
plicadas e mais probleméticas. Relativamente a este pro-
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blema do Cio e do Prisioneiro gostaria de deixar aqui
a seguinte questdo:

«Qual a velocidade que o céio precisa ter para que
o homem, nas condi¢es trabalhadas neste texto, ndo
tenha hipéteses de fuga?».

Xeque Mate! (conclusao)

Pelo teorema anterior, conclui-se que:
N=an®+bn? + cn +d

Atendendo a que f(0)=0, f(1)=1, f(2)=5 e f(3)=14,
temos o seguinte sistema de equagdes:

d=20
a+b+c=1

8a +4b +2¢c =5
27a + 9 + 3¢ = 14

que conduzird a:

a=1/3
b=112
c=1/6
d=20

E, portanto, o nimero de quadrados de um tabuleiro
do tipo nxn é&:

1730 + 1/202 + 1/6 n = 1/6 n (n+1) 2n+1)

Uma extensdo do problema

Quantos cubos hd num cubo do tipo nxnxn?

Imagine-se, por exemplo, um cubo construido com
n3 cubos de madeira, desses que se oferecem as crian-
¢as para fazerem construgdes e puzzles. Quantos cubos,
de diferentes tamanhos, se podem identificar?

E quase irresistivel adequar a férmula anterior as trés
dimensdes e conjecturar que hd 13 + 23 + 3* + ... +
n® cubos. De facto, a conjectura € verdadeira, como se
pode concluir utilizando qualquer uma das abordagens
anteriores ou provando-a pelo método de indugio mate-
midtica seguindo um percurso paralelo.

Novas extensbes do problema

No caso do tabuleiro de xadrez, contimos apenas os
quadrados que sdo rectingulos especiais. E se contdsse-
mos todos os rectingulos?

Também no segundo caso, contimos apenas 0s cubos
que sdo paralelipipedos especiais. E se contdssemos
todos os paralelipipedos?

Temos, assim, dois novos problemas que se podem
considerar extensdes dos anteriores.

Quem quer quebrar a cabega? Ficamos a aguardar as
vossas descobertas.
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