Xeque Mate!

Leonor Moreira, Nicleo do Projecto Minerva do DEFCUL

Quantos quadrados hd num tabuleiro de xadrez?

A resposta imediata (mas incorrecta) € sessenta e qua-
tro quadrados, uma vez que o tabuleiro de xadrez € habi-
tualmente visualizado como uma matriz de oito linhas
e de oito colunas de cujas intersecgdes resultam sessenta
e quatro quadrados, alternadamente brancos e pretos.
Mas um exame mais atento do tabuleiro revela que
outros quadrados de diferentes tamanhos se podem iden-
tificar.

Figura 1

Uma forma de resolver o problema consiste em,
pacientemente, contar todos os quadrados existentes no
tabuleiro. Talvez ndo seja mau organizar, em tabela, os
dados que formos obtendo. Comegando pelos ‘‘casos
limite’’, temos:

Tipo Niimero
1x1 64
8x8 1

* Tabela 1

A tabela 1 revela uma simetria curiosa: hd 64 qua-
drados de 4rea 1 e 1 quadrado de drea 64. A confirmar-
-se, esta simetria evitard a contagem exaustiva dos
quadrados. Mas continuemos.

Tipo Nimero
1X1 (drea 1) 64
2X2 (4rea 4) 49
7X7 (drea 49) 4
8§ (drea 64) 1
Tabela 2

De facto, a Tabela 2 sugere a existéncia de 36 qua-
drados do tipo 3x3 (4rea 9) e 9 quadrados do tipo 6x6
(4rea 36). A correcgdo desta previsdo permite-nos con-
cluir:
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Tipo Niimero

1x1 (drea 1) 64
2X2 (drea 4) 49
3X3 (drea 9) 36
4x4 (drea 16) 25
5%5 (drea 25) 16
6X6 (drea 36) 9
TX7 (drea 49) 4
88 (drea 64) 1

TOTAL 204

Tabela 3

Uma outra abordagem

Uma outra forma de abordar a questdo consiste em
imaginar tabuleiros de xadrez de menores dimensdes.

O menor tabuleiro de xadrez € do tipo 1x1 e, obvia-
mente, contém um Unico quadrado. Num tabuleiro 2x2,
hé quatro quadrados do tipo 1x1 e um quadrado do tipo
2x2, num total de cinco quadrados. Se o tabuleiro for
do tipo 3x3 h4 que considerar: 9 quadrados do tipo 1x1,
1 quadrado do tipo 3x3 e quatro quadrados do tipo 2x2,
como se vé na Figura 2.

P)

Figura 2

Na tabela 4, estdo registados os resultados do pro-
blema para os quatro tabuleiros menores:

Tipo de |N.° de Q. [N.° de Q.|N.® de Q. [N.0 de Q.[N.ot. Q.

Tabuleiro | 1x1 2x2 3x3 4x4 |quadrados
1x1 1 1
2%2 4 1 5
3x3 9 1 14
ax4 | 16 9 4 1 30

Tabela 4
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Aqui chegados, € razodvel conjecturar:

1) o mimero de quadrados de um determinado tipo &,
sempre, um quadrado perfeito;

2) num tabuleiro de xadrez do tipo nxn o nimero de
quadrados é 12 + 22 + 32 ... + n?

Provando a conjectura

Resta, agora, provar esta iltima conjectura. Vamos
tentar fazé-lo, usando 0 método de inducdo matematica.

1.° passo. Seja n=1. Num tabuleiro do tipo 1x1, hd
apenas, como ji vimos, 1 quadrado. Como 1 = 1%, a
conjectura é verdadeira para n=1.

2.° passo. Vamos admitir que a conjectura é verdadeira
quando n € substituido por qualquer inteiro positivo k,
isto €, vamos admitir que num tabuleiro do tipo kxk hd
12 + 22 + 3 + ... + k? quadrados.

3.° passo. Vamos provar que a conjectura se verifica,
ainda, para n = k+1, isto é, num tabuleiro do tipo
K+Dx(k+1) hd 12 + 22 + 32 + ... + k2 + (k+1)?
quadrados.

A Figura 3 representa um tabuleiro do tipo
(k+1)x(k+1). Este é formado por um tabuleiro do tipo
kxk a que se adicionaram uma linha e uma coluna com-
plementares, cujos quadrados aparecem, na figura,
numerados de 1 a 2k+1.

2K+1 ——= | 2K e s . K+2 | K+1
K
K .
2
1
K
Figura 3

Os quadrados existentes neste tabuleiro podem ser
agrupados em quatro categorias:

Categoria 1. Trata-se dos quadrados existentes no tabu-
leiro original — do tipo kxk — e, pelo segundo passo,
o seu nimero é dado por:
P+2 4+ 4+ ...+

Categoria 2. S3o os quadrados cujo topo estd na linha
adicional, sem que o lado direito ultrapasse o tabuleiro
inicial. Ha:

1 quadrado do tipo kxk

2 quadrados do tipo (k-1)x(k-1)
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3 quadrados do tipo (k-2)x(k-2)

k quadrados do tipo 1x1

Nesta categoria, o mimero total de quadrados €, entio,
1+2+3+..+k

Categoria 3. Trata-se, agora, dos quadrados cujo lado
direito estd no limite da coluna adicional, sem que o lado
superior ultrapasse os limites do tabuleiro original. Tal
como no caso anterior, o seu nimero é dado por:

1+2+3+..+k

Categoria 4. S3o os quadrados cujo vértice superior
direito coincide com o canto superior direito do tabu-
leiro. H4, exactamente, k+1 quadrados nesta categoria
— um de cada um dos diferentes tipos, isto €, 1 do tipo
1x1, outro do tipo 2x2, ..., outro do tipo kxk e, final-
mente, outro do tipo (k+1)x(k+1).

O mimero total de quadrados do tabuleiro €, entao:

(124224324 +k)+2(1+2+3+... +Kk) +(k+1)
=C+2+3+...+k)+2 KEED 4 4+ 1)

=(12+22+3+...+k)+ &K+ Dx(k+1)
=(12+2243+...+k) + (k+1)?
= [12422+3+...+K*+(k+1)]

Est4, assim, completo o passo 3 e, portanto, fica pro-
vada a conjectura.

Uma expressdo mais elegante
O mimero total de quadrados de um tabuleiro do tipo
nxn €, entio:
N=1242243+...+(@0-1)*+n?
ou, sintetizando: n
N= ]E k4

Podemos, ainda, traduzir este nimero por um poli-
némio. Para isso vamos atender ao teorema:

Toda a sucessdo de nimeros, cujas diferencas de
ordem n+1 sejam nulas, é redutivel a um polindmio de
grau n:

fx)=ax"+bx" 1 +cx"2+... +z

Consideremos, entdo, os diferentes valores da funcgao
e respectivas diferengas:

f(x) Aip Azp Asp Asp
i
5 ; 5 3
14 7 0
16 2
30 9 0
25 2
55 36 11
91

(continua na pag. 14)

Pag. 12 1.9 trim. 1989




o

Figura 2 -
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Entdo, e de Th < T¢, vird Ec / Eh > 7, ou seja, a
inequagdo [(300 + x) / VxZ + 1007 ] > =, cujo con-
junto solucdo € o conjunto S=] 21.032092, 46.61894 [.

Constata-se assim, com alguma surpresa, que o pri-
sioneiro tem as possibilidades de fuga indicadas a tra-
cejado na figura 3.

(200,146.61894)
{200,121.032092)

Figura 3 s
g“.c

Note-se que a abordagem do problema apenas con-
templou uma estratégia de fuga, talvez mesmo a mais
simples, a mais linear; outras estratégias poderiam ter
sido consideradas como, por exemplo, a hip6tese do pri-
sioneiro poder alterar a sua trajectdria antes mesmo de
chegar ao seu destino, ao ver que o cdo ia chegar pri-
meiro do que ele.

Quanto a mim, este problema sé por si j4 € um bom
problema a colocar aos alunos, nio s6 pelo desafio que
pode provocar quanto & procura de uma boa estratégia,
mas também ﬁelo conjunto de conhecimentos de Geo-
metria e de Algebra necessdrios para a sua resolugdo;
porém, ele pode constituir ainda um belo exemplo da
iitil e vantajosa utilizagdo do microcomputador na sala
de aula -- como simulador de situagdes probleméticas.
Creio mesmo que, se na simulagio a apresentar aos alu-
nos limitarmos os caminhos do prisioneiro (ndo deixar-
mos que 0 homem tome os caminhos que o conduzem
a liberdade), ficaremos com um belissimo comego de
aula, onde os ingredientes de uma boa motivagio estdo
associados 2 um bom problema para resolver.

Um problema, normalmente, tem vérias formas de
resolugio e levanta sempre novas questdes. Um pro-
blema dos problemas é mesmo tentar resolvé-los pelo
processo mais simples e mais econémico, bem como
resolver as novas questdes levantadas, porque mais com-
plicadas e mais probleméticas. Relativamente a este pro-
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blema do Cio e do Prisioneiro gostaria de deixar aqui
a seguinte questdo:

«Qual a velocidade que o céio precisa ter para que
o homem, nas condi¢es trabalhadas neste texto, ndo
tenha hipéteses de fuga?».

Xeque Mate! (conclusao)

Pelo teorema anterior, conclui-se que:
N=an®+bn? + cn +d

Atendendo a que f(0)=0, f(1)=1, f(2)=5 e f(3)=14,
temos o seguinte sistema de equagdes:

d=20
a+b+c=1

8a +4b +2¢c =5
27a + 9 + 3¢ = 14

que conduzird a:

a=1/3
b=112
c=1/6
d=20

E, portanto, o nimero de quadrados de um tabuleiro
do tipo nxn é&:

1730 + 1/202 + 1/6 n = 1/6 n (n+1) 2n+1)

Uma extensdo do problema

Quantos cubos hd num cubo do tipo nxnxn?

Imagine-se, por exemplo, um cubo construido com
n3 cubos de madeira, desses que se oferecem as crian-
¢as para fazerem construgdes e puzzles. Quantos cubos,
de diferentes tamanhos, se podem identificar?

E quase irresistivel adequar a férmula anterior as trés
dimensdes e conjecturar que hd 13 + 23 + 3* + ... +
n® cubos. De facto, a conjectura € verdadeira, como se
pode concluir utilizando qualquer uma das abordagens
anteriores ou provando-a pelo método de indugio mate-
midtica seguindo um percurso paralelo.

Novas extensbes do problema

No caso do tabuleiro de xadrez, contimos apenas os
quadrados que sdo rectingulos especiais. E se contdsse-
mos todos os rectingulos?

Também no segundo caso, contimos apenas 0s cubos
que sdo paralelipipedos especiais. E se contdssemos
todos os paralelipipedos?

Temos, assim, dois novos problemas que se podem
considerar extensdes dos anteriores.

Quem quer quebrar a cabega? Ficamos a aguardar as
vossas descobertas.
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