Um pouco de histéria

Os egipcios

O papiro mais famoso, que permi-

tiu conhecermos quase tudo o que
sabemos hoje sobre a matemética
dos egipcios, foi o Papiro de Rhind',
provavelmente escrito proximo a 1650
a.C., descoberto em 1858 e que con-
tém 85 problemas.

Os egipcios tratavam a incégnita de
uma equagéo por aha e os papiros
mostram que a sua algebra era bas-
tante primitiva e pratica. Na maioria
das vezes, os problemas néo exigiam
nada mais do que a solugéo de uma
equagao linear simples, e eram, geral-

“mente, resolvidas pelo método que
ficou conhecido por a regra da falsa
posicdo. Ha, no entanto, a presenca
de problemas que envolvem variavel
com expoente 2, apesar de os egip-
cios n&o se terem dedicado a equa-
¢ado do 2° grau e ao célculo das suas
raizes.

Um dos problemas contidos num
papiro datado de aproximadamente -
1950 a.C. esté citado abaixo, bem

como a solugéo que apresentaram
através do método da falsa posi¢éo.

Uma dada superficie de 100 unida-
des de érea deve ser representada
como a soma de dois quadrados
cujos lados estdo um para o outro
como 1 esté para 3/4 (Eves, 1995,
p. 74).

Ao resolvermos o problema pelo
método da falsa posi¢do como faziam,
por conveniéncia devemos partir

de y = 4, o que facilita o célculo da
quarta parte. Consequentemente,

z = 3. Isto fornece 2% + y? = 25 em
vez de 100, que é o valor que o pro-
blema pede que seja encontrado. Se,
contudo, dobrarmos estes valores,
temos a situacdo que nos interessa,
que é z = 6 e y = 8. Como podemos
observar, estes valores tém a soma
de seus quadrados igual a 100. Os
valores iniciais encontrados eram
falsos, o que provavelmente explicou
.0 nome atribuido ao processo.

No tocante & equagéo do 2° grau,

n&o construiram nenhum conheci-
mento substancial a respeito de sua
solugéo ou aplicagbes. Propuseram,
contudo, solugdes para equagbes que
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envolviam o expoente 2, como pude-
mos observar no exemplo fornecido,
sem terem formalizado nenhum pro-
cesso que se voltasse para o célculo
das raizes da equagédo do 2° grau.
Nao esbogaram tendéncias nem inten-
¢Oes de articular conhecimentos geo-
métricos, aritméticos e algébricos. Se
pudermos entender que os dois papi-
ros mais expressivos foram dirigidos,
também, aos alunos desta época, e
considerando que o contetdo deste
material era quase todo prético e
priorizava célculos—eles mostraram
regras para célculos sem motivagéo
—provavelmente esta foi a tendéncia
do ensino de matematica no Egipto.

Os babilénios

O que em geral é tratado por civi-
lizagbes babildnicas séo as da antiga
Mesopotamia, como os sumérios, os
acadianos, os caldeus, os assirios

e outros que habitaram a area. Na
verdade, estamos tratando da mate-
méatica desenvolvida pelos povos que
habitaram a regido éntre os rios Tigre
e Eufrates, incluindo todos os que
acabamos de citar.
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Documento babilénico

E curioso destacar que n&o usavam
letras para representar as quanti-
dades, pois o alfabeto n&o era, ainda,
conhecido, mas apresentavam, pro-
ximo a 2000 a.C., dlgebra retdrica
bem desenvolvida. A propésito de
termos usado o termo retérica para
caracterizar a élgebra desenvolvida
pelos babilénios, é conveniente citar-
mos os trés estagios no desenvolvi-
mento da notagao algébrica.

O papiro de Rhind
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Na dlgebra retdrica, os argumentos
da resolugéo de um problema séo
expostos em prosa pura. Um estégio
posterior é caracterizado por dlgebra
sincopada, que envolve algumas abre-
viagbes para quantidades e operagbes
usadas frequentemente. No dltimo
estagio, o da algebra simbdlica, as
resolugdes sdo expressas com sim-
bolos que nada tém a ver, aparente-
mente, com aquilo que representam .
Dentro de sua algebra ainda retérica,
colocavam no lugar de letras, palavras
tais como comprimento, largura, drea,
volume.

As equagdes quadraticas foram
classificadas em trés tipos, e todos
estiveram presentes nos textos babi-
l6nicos. S&o da forma 22 + pz = 9,
> =pr+9ex?+q=ypz.

Nesta época no havia a intengéo de
se resolver uma equacéo da forma
z2 + px + g = 0 com p e ¢ positivos,

. pelo facto de a equag&o n&o ter raiz

positiva. Vamos citar um exemplo de
problema encontrado em tabletes
babildnicos.

Subtraiu-se o lado de um quadrado
de sua drea e isto é 14,30. Pede-se
o lado (Boyer, 1874, p. 23).

Este nimero—14,30—que esté repre-
sentado no sistema sexagesimal,
equivale a 870 no sistema decimal.
Logo, o problema consiste em resol-
ver a equagéo > — x = 870. A
solugéo é dada pelos babilénios, com
palavras e no sistema sexagesimal,
assim:

— Tomar 1, o coeficiente do lado do
quadrado. Dividir 1 em duas partes.
0; 30 x 0;30 = 0; 15 e acrescentar
14,30. O resultado—14,30;15—tem
raiz quadrada igual a 29;30.

— Acrescenta-se 29;30 a 0;30, que
tinha sido multiplicado por ele
mesmo, e 30, o resultado, € o lado
do quadrado.

Ao observarmos os problemas pro-
postos e resolvidos pelos babilonios,
estes ndo deixam dividas quanto &
quest&o de que os babilonios enten-
diam um produto como a area de um
rectangulo, um quadrado como uma
area de um quadrado, se observar-
mos a terminologia usada em seus
problemas. Entretanto, apesar de os .
formularem usando termos da geome-
tria, os processo$ usados nas suas
solugdes foram predominantemente
algébricos. A presenca de elementos




geométricos para dar nomes aos
valores envolvidos nos seus proble-
mas—dados ou valores a serem des-
cobertos—néo significa que tenham
dado algum enfoque geométrico aos
problemas algébricos. O nome qua-
drado, provavelmente, figurava com
o mesmo sentido que atribuimos a
uma letra na algebra simbdlica. E néo
a nenhum caracter demonstrativo ao
gue propuseram. As solugdes eram
fornecidas como receitas a serem
seguidas.

Os gregos

Entre 800 a.C e 800 d.C ficou carac-
terizado um periodo de mudancgas

nos polos de civilizagdes. Uma nova
civilizagéo crescia rapidamente rumo a
assumir a lideranga da produgéo cultu-
ral da época—os gregos. Foram estes
os responsaveis, sem duvida, por dar
a matemética um novo tratamento. Ou
seja, 0s gregos encarregaram-se de
fazer o que as civilizagbes orientais
tinham deixado por fazer—buscar as
razbes de suas constatagdes.

Uma das mais importantes desco-
bertas de Pitadgoras, foi ter colocado
a questéo da parceria entre dois
ramos da matematica—aritmética e
geometria—surgindo os irracionais.
A razdo entre a diagonal e o lado do
quadrado néo podia ser expressa por
um numero racional. Dai a dificuldade
encontrada na época em se resolver
a equacgdo da forma 22 = 2. Nime-
ros, até entéo, significavam ndmeros
racionais. Desta forma, a irracionali-
dade de V2 colocou a algebra diante
de um problema que aparentemente
era simples, quanto a sua formulagéo,
mas que numericamente nao tinha
solucéo.

O impasse quanto aos incomens-
uréveis foi responsavel pela origem
da Algebra Geométrica dos gregos.

A élgebra foi reformulada em termos -
geométricos. Dentro deste novo
enfoque, a equagio ¥ = 2 passou a
ter solugéo geométrica, pois z é a dia-
gonal de um quadrado de lado 1.

Os principios da élgebra geomé-
trica'motivaram a apresentagéo de
solugdes geométricas para a equagéo
do 2° grau. Na élgebra geométrica
plana, trés operagdes fundamentais
foram definidas:

— A soma de dois segmentos de reta
a e b é um segmento ¢ tal que ¢
pode ser dividido em duas partes
de tal forma que (modernamente)
a+b=c

— A soma de dois poligonos A e
B é um poligono C que pode ser
dividido em duas partes tais que
(modernamente ) A+ B =C.

— O produto de dois segmentos de
reta de medidas @ e b é um rec-
tangulo R determinado pelos dois
segmentos. Cabe observar que

"este produto nao é entendido como
um nimero, mas como um objecto
geométrico.

Dentro desta forma de interpretar as
varidveis e as operacgdes entre elas,

a raiz quadrada de um determinado
elemento N é o lado de um quadrado
de area N. Analogamente, a.b é a area
de um recténgulo de lados medindo a
e b. De acordo com estes principios,
as equagdes quadraticas foram resol-
vidas pelos gregos, geometricamente,
explorando éreas.

Entre os vérios sébios que compdem
a histéria da matemética grega,
Euclides destaca-se como um dos que
mais influenciaram a matemaética no
mundo. Sua principal obra—Os Ele-
mentos—é composta por treze livros
e, talvez, seja o material escrito mais
reproduzido e estudado. Foi com-
posto, provavelmente, em torno de
300 a.C. Serviu, inclusive, como guia
do curriculo escolar por muito tempo,
de onde eram retirados os conteu-
dos geométricos e a sua abordagem
axioméatica e dedutiva. E considerado,
portanto, como uma referéncia para
guem deseja conhecer as caracteris-
ticas da matematica antiga e o nivel
de desenvolvimento alcangado pelas
diversas civilizagdes, nas diversas
areas em que organizamos o conheci-
mento em matematica.

No livro Il desta obra, encontramos

a solugéo de uma equagéo da forma
az + z* = a®. Assim com se mostra
na figura 1, Euclides parte de um
quadrado ABCD de lado a. AD é bis-
sectado em E. Tragamos EB, prolon-
gando o lado DA a F'de tal modo que
EF = EB. Completamos o quadrado
AFGH. Prolongamos GH até cortar
DC em K. Desta forma aplicamos

ao segmento AD um rectangulo

FK = ax + z igual a um quadrado

K H
C B
Figura 1.

dado AC = a e excedendo por um
quadrado z . No desenho fornecido, z
é a medida do lado AF.

Provavelmente, a abordagem geo-
métrica fornecida por Euclides para a
solugéo da equagéo do 2° grau deve
ter tido sua motivagado a partir da des-
coberta dos irracionais. O facto de

z? = 2 nZo ter solugcio no universo
dos racionais, desafiou os gregos,
que buscavam solucdes exactas para
os problemas que queriam resolver,
apesar de conhecerem solugdes apro-
ximadas para alguns problemas.

E importante considerar que, embora
a solugéo geométrica para a equagdo
do 2° grau tenha surgido como um
caminho para resolver um problema
sem solugéo no campo numérico,
nao significa que este procedimento
geométrico seja acessivel ou de facil
compreensdo. O facto de passarem
a ter condi¢des de resolver as equa-
¢Oes quadraticas nao significou, de
forma nenhuma, que conquistaram
processos mais simples. Os pro-
cessos geométricos que fornecemos
e analisamos séo sofisticados e de
dificil compreenséo.

De acordo com a metodologia pro-
posta pelos gregos, para resolver
equagdes quadréaticas, era necessario
entender z e os coeficientes das
equagdes como quantidades geo-
métricas e lidar com construgdes e
teoremas para a obtengéo do valor de
x—raiz da equagédo—que eram sofis-
ticados e envolviam um alto nivel de
elaboragéo.

Os arabes

Trés homens se destacaram na mate-
mética arabe: Al - Khwarizmi, Tabit ben
Qurra e Omar Khayyam. Entre eles,
contudo, Muhammad ibn Musa Al -

Educagéo e Matemética n° 76 e Janeiro/Fevereiro de 2004
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Al - Khwarizmi, num selo

Khwarizmi, nascido em 780 d.C., em
Khiva, foi o responsével pelo apogeu
das actividades isléamicas nas ciéncias
exactas.

A algebra de Al-Khwarizmi, seu prin-
cipal trabalho, tinha o titulo Hisab
al-jabr wal-mugabala, o que significa
ciéncia da redugéo e da confrontagdo
ou ciéncia das equagdes. Esta élge-
bra tornou-se conhecida em todo o
Ocidente por meio de suas tradugdes
latinas e a palavra al-jabr se tornou

o mesmo que é&lgebra. Este trabalho
€ expresso em palavras, isto &, em
algebra retdrica, ainda distante de ser
um trabalho em élgebra sincopada ou
simbdlica.

Al-Khwarizmi, neste trabalho que

o notabilizou, tratou das equagdes
quadréticas, forneceu regras para a
obtengéo de solugdes, apresentou
demonstragdes para as regras apre-
sentadas e ilustrou-as trabalhando
sobre exemplos.

Analisando as solugdes apresenta-
das nesta obra em sua verséo latina,
encontramos a resolugéo, em seis
capitulos, dos seis tipos de equacdes
que podemos compor se conside-
rarmos trés espécies de quantidades
combinadas: raizes—z, quadra-
dos—z? e nimeros, como foram
interpretados pelo autor.

Os seis tipos expressos em &lge-
bra retdrica sdo referidos a seguir,
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apresentados, cada qual, da maneira
como os expressamos em algebra
simbdlica—raizes iguais a quadrados
bz = az?, raizes iguais a nimeros
bx = ¢, quadrados iguais a nume-
ros az® = ¢, quadrados e raizes
iguais a nimeros az? + bz = ¢,
raizes e nimeros iguais a quadrados
bz + ¢ = ax®, quadrados e nimeros

iguais a raizes az® + ¢ = bx.

Para ilustrar, citaremos um exemplo
de problema apresentado por Al-

_ Khwarizmi, fornecido por Van der

Waerden (1985, p. 4), que se funda
na resolugéo de uma equagéo do tipo
quadrados iguais a raizes.

Dividi 10 em duas porgées. Mul-
tipliquei uma porgdo pela outra.
Depois disto, multipliquei a pri-
meira delas por ela mesma, e o

Omar Khayyam (1048-1131). Importante algebrista, fildsofo e poeta.

produto da multiplicagdo dela por
ela mesma é quatro vezes aquele
(o produto) de uma porgdo pela
outra.

O que acabamos de ler equivale

a dizer um quadrado de algo des-
conhecido € igual a quarenta vezes
esta quantidade desconhecida,
menos quatro vezes o quadrado, isto
é, 2° = 40z — 4z2. Isto porque, Al-
Khwarizmi tratou uma das partes pelo
que em dlgebra simbdlica tratamos
por z e a outra pelo que faltava a esta
para completar 10, isto é, 10 — z. E
todas as vezes que sugere operagdes
com estas duas porgdes, elas sdo
entendidas como tal.

Expressar em algebra simbdlica o
que estd em prosa no texto apre-
sentado remete-nos a expresséo




z.z = 4.2.(10 — z) que é equivalente
a equacéo do 2° grau que ja citdmos
anteriormente.

Apds o sexto capitulo, é apresentado
um novo caminho para a solugéo
destes problemas, revelando um perfil
grego na sua conduta. Segundo o pro-
prio Al-Khwarizmi, era preciso cons-
tatar a verdade dos factos geome-
tricamente. As solugbes apresentando
nimeros ja tinham sido devidamente
exploradas.

Al-Khwarizmi desenvolveu o seu
processo de solugdo geométrica

de forma diferente da dos gregos.
Trés exemplos de equagdes quadra-
ticas completas que foram tratados
pela sua obra séo: 2 + 10z = 39,

z* +21 = 10z e 3z + 4 = z2. Foram
dados tratamentos diferenciados a
estas equagdes, pois naquela época,
s6 eram considerados os coeficien-
tes positivos. Vamos exemplificar,
apresentando a solugédo geométrica

e a solugdo numérica fornecidas por
Al-Khwarizmi para uma das equa-
¢des presentes no seu trabalho:

z? + 10z = 39. A soluggo inicialmente
fornecida por Al-Khwarizmi—numé-
rica—foi expressa da seguinte forma:

Vocé divide ao meio o nimero raiz
(resultado 5). Multiplique-o por ele
mesmo (resultado 25). Adicione 39
(resultado 64). Tire a raiz quadrada
deste valor (resultado 8). Tire de
8 o resultado obtido na 1% etapa
(resultado 3).

Geometricamente, esta mesma equa-
¢é&o foi resolvida partindo de um qua-
drado ab para representar z*. Veja-
mos a figura apresentada a seguir. Em
cada um dos lados deste quadrado,
coloca rectangulos ¢, d, e, fcom
largura 2 1/2. Para completar o qua-
drado grande séo necessarios quatro
pequenos quadrados nas quinas, com
lada 2 1/2, ou seja, de érea 6 1/4
unidades. Como s&o quatro destes
quadrados, a 4rea total é equivalente
a 25 unidades.

Se a 2? + 10z = 39, que equivale ao
quadrado inicial e aos quatro rectéan-
gulos, acrescentarmos 25 unidades

temos 64, que é o quadrado completo. .

Isto leva-nos a descobrir que seu lado
mede 8 unidades. Se de 8 retirarmos
duas vezes 2 1/2, chegamos & medida
do lado.x que é 3. (Ver Figura 2.)

E importante observarmos que nos
trabalhos &rabes, as diversas influ-
éncias se misturam, deixando-nos

em duvida a respeito da origem da
sua élgebra. Tudo leva a crer que se
valeram de uma composigéo, trazendo
em suas posturas diferentes nuances
metodoldgicas. Vejamos:

E evidente a presenca de inspiragéo
grega, apesar de que seus primeiros
modelos de resolucéo de equagbes
geometricamente sdo um pouco dife-
rentes do que os gregos propuseram.
Sem duvida, séo procedimentos mais
simples do que os dos gregos.

Revelaram habilidades algébricas ao
lidar com as equacbes do 2° grau.
Desta forma, podemos dizer que o
seu estilo foi algoritmico e demons-
trativo. Este estilo permitiu aborda-
gens referentes tanto ao universo
numérico quanto no universo geomeé-
trico.

Conclusoes

As equagbes quadrticas tratadas
pelos babilénios, apesar de sua termi-
nologia geométrica, tiveram solugdes
puramente algébricas. Ou seja, ndo
articularam, em seus processos,
algebra e geometria. O seu estilo de
solugéo era algoritmico. N&o mostra-
ram compromisso com formulagdo de
regras para solugdes de problemas,
envolvendo equagdes do 2° grau.

Os processos gregos foram geomé-
tricos, mas bastante sofisticados e de
dificil compreenséo. As construgdes
eram elaboradas e lidavam com teo-
remas complexos.

Os éarabes apresentaram abordagens
diferentes—no universo numérico e
no universo geométrico. Com esta
soma de procedimentos, revelaram
a capacidade de articular dois fios
condutores que conduziram o pen-
samento matematico nas civilizagbes
antigas—a abordagem geométrica
presente na matematica grega e o
método algoritmico usados pelos
babilénios. Devemos aos arabes a
ampliagéo dos horizontes no tocante
as possibilidades que ofereceram na
solugéo da equagéo do 2° grau e con-
sequentemente a dialéctica entre a
algebra e a geometria.

/

Figura 2.

Ficaram, ainda, diante de dois obs-
taculos que ndo podemos deixar de
citar—os nUmeros negativos nesta
época ainda indefinidos, o que restrin-
giu os tipos de equagbes possiveis
de serem solucionadas e a falta de
um simbolismo algébrico. Estas duas
questdes vieram a ser estudadas pos-
teriormente.

Sugestdes metodolégicas

O estudo da equagéo do 2° grau
envolve terminologias e procedi-
mentos que fazem parte do cenério
algébrico. Ao tentar resolver a equa-
¢ao do 2° grau, cada aluno utiliza, em
fungao de sua bagagem de conhe-
cimento e de dificuldades, varios
procedimentos ou praticas no cenario
algébrico, e as dificuldades com mani-
pulagdes algébricas séo constatadas.
Certamente, os recursos & decompo-
sigdo em factores, ao uso do discrimi-
nante, a determinado produto notéavel
... 880 recursos que estio disponiveis
para uns e n&o para outros. E seja

em que nivel for, apesar de idades
variadas e experiéncias diversas com
este tema, revelam, em diferentes
nuances, erros basicos comuns, que
se repetem ao longo de sua vida
escolar. O uso de letras, notagdes,
convengdes algébricas, o conceito

de variavel ... sdo responséaveis por
dificuldades em lidar com expressoes
algébricas, consequentemente, com a
equacéo do 2° graut
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Figura 3.

O ensino de matemética deve prio-
rizar a inter-relagéo entre os diversos
tépicos de ensino. Quando falamos de
um ensino que promova a integragéo
entre os diversos assuntos tratados
pela matemética escolar, estamos
nos referindo a conexdes de diversas
ordens—entre cada objecto novo de
ensino e conhecimentos j& adquiri-
dos, entre o conhecimento escolar

e o conhecimento quotidiano e entre
os diversos contextos matematicos
possiveis de serem alcangados pelos
alunos, no seu nivel de escolaridade.

Entendemos que apresentar aos
alunos a equagéo do 2° grau como
uma expresséo algébrica ndo constitui
uma metodologia que lhes propor-
ciona significado. Isto refere-se a
apresenté-la como uma expresséo da
forma az® + b +c=0coma,bec
reais e a # 0, forma geral e abstracta,
através da qual todo e qualquer conte-
Udo seméntico é suprimido, indicando-
se, apenas, o essencial das relagées
e transformacgdes mateméaticas envol-
vidas. Trata-se de uma apresentagéo
arida, complexa para alunos princi-
piantes em &lgebra. No entanto, ha
uma série de situagdes ou problemas
que, apesar de responderem & mesma
equacéo, tém conteudos semaénticos
muito diferentes em fungéo das rela-
¢Oes que se estabelecem entre os
dados e suas naturezas. Os dados,
por exemplo, podem ser geométricos,
sendo esta equagéo a expressao
matematica de uma situagéo que
envolve areas ou perimetros.
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A proposito das diferentes abor-
dagens para a solugéo da equagéo
do 2° grau apresentadas e analisadas
resumidamente neste texto, cabe
considerar o quanto ¢ interessante e
curioso tratarmos da historia da mate-
méatica com os nossos alunos, desde
que respeitando as restrigdes que
os diferentes niveis da escolaridade
apresentam em relagéo a compre-
ensédo das informagdes. Acreditamos
que construir a visdo histérica de um
conhecimento matematico pode con-
tribuir satisfatoriamente para o pro-
cesso de ensino/aprendizagem. Este
recurso a histéria pode ser usado
pelo professor para ilustrar e clarear
nogdes matematicas que estdo sendo
apreendidas pelos alunos, principal-
mente, fornecendo esclarecimento
quanto as suas razbes e, desta
forma, permitindo uma leitura mais
critica sobre o tema que esta sendo
estudado. Paralelamente, ao estabe-
lecermos relagdes entre ‘conceitos’
e sua historia, estamos ampliando o
valor formativo destes conceitos na
medida em que se tornam revestidos
de significado cultural, socioldgico e
antropolégico.

Apesar de nao almejarmos cons-
trugdes geométricas tao sofisticadas
como as que aqui apresentamos,

€ importante que estejam sempre
presentes no trabalho escolar as
possiveis articulagdes entre algebra/
geometria no estudo dos diversos
tépicos de contelido que propiciam
esta relagdo. As expressoes algé-

bricas podem ter representagdes
geométricas e, se assim forem traba-
lhadas desde o inicio do aprendizado
dos alunos, sem dlvida que o ensino
da equacéo do 2° grau tera sua com-
preensdo bastante facilitada. Ao pro-
pormos uma metodologia que integra
varios contextos, reiteramos a nossa
certeza de que saber matematica
exige, entre outras habilidades, a
capacidade de inter-relacionar conhe-
cimentos em um mesmo contexto e
gerar significados diversos para um
determinado conhecimento, transi-
tando por contextos diversos.

Algumas ideias ...

Proponha um problema geomé-
trico qualquer que possa ser tra-
duzido em linguagem matematica
pela equagéo 2x> = 18 e depois
resolva-o.
Dé uma interpretagdo geométrica
para a equagdo x* + 3z = 180.
Desenhe o que falou.
A figura 3 mostra um corredor rec-
tangular e duas salas quadradas.
Temos uma érea total de T0m?.
Qual é o valor de L sabendo que
€ um numero inteiro?

Nota

1 Henry Rhind foi um cidaddo escocés que

comprou o papiro que levou seu nome
numa cidade as margens do rio Nilo.
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