Um (bom) problema (nao) é (sd) ...

Paulo Abrantes, Faculdade de Ciéncias de Lisboa

A resolugdo de problemas deve estar no centro do
ensino e da aprendizagem da Matemdtica, em todos
os niveis escolares.

(APM, 1988, p.30)

Esta proposta, de colocar a resolugdo de problemas
no primeiro plano da Matemadtica escolar, tem sido apre-
sentada com insisténcia desde h4 alguns anos por algu-
mas das mais prestigiadas figuras e associagbes da
Educagio Matemdtica — vejam-se por exemplo as reco-
mendagdes do NCTM, 1980.

O reconhecimento de que a resolugdo de problemas
¢ afinal o motor do desenvolvimento da Matemdtica e
da actividade matemadtica, e a perspectiva de que um
papel de relevo deve ser-lhe destinado na aprendizagem,
ndo sdo ideias novas. O famoso livro de George Polya,
How To Solve It, considerado como um marco de refe-
réncia, foi publicado pela primeira vez em 1945). De
entdo para cd, centenas de obras dos mais diversos tipos
tém sido dedicadas & resolucdo de problemas, para nio
falar dos clubes e dos concursos de problemas que, nal-
guns pafses, tém uma tradi¢do de quase um século.

A verdade, porém, é que a Matemadtica escolar parece
ter assumido sempre a resolugdo de problemas como
uma actividade complementar, paralela, geralmente des-
tinada a estimular ou detectar alunos particularmente
dotados, por vezes associada a propdsitos de populari-
zagdo da Matemdtica ou de motivagdo externa para o
seu estudo. A resolugdo de problemas nunca terd sido
assumida como o centro em volta do qual se processa-
ria a aprendizagem da Matemadtica, a ndo ser em pro-
jectos isolados ou em estudos experimentais de ponta.

Os actunais debates sobre a renovagdo curricular tra-
zem de novo para o primeiro plano a necessidade de
questionar o lugar da resolugdo de problemas. Em Por-
tugal, apesar de referéncias em momentos diversos@,
tem sido essencialmente na presente década que artigos,
comunicagées em Encontros, propostas de trabalho e
mesmo experiéncias concretas sobre a resolucdo de pro-
blemas tém surgido a um ritmo crescente. Estamos longe
— e, afinal, tdo perto... — das posigdes defendidas no
inicio dos anos 80, Hoje, podemos e devemos fazer
um ponto da situagdo, analisar aquilo que se progrediu
e aquilo que terd faltado.

Um pouco por todo o0 mundo, o relangamento de pro-
postas de valorizagdo do papel da resolugido de proble-
mas nos curriculos de Matemadtica é acompanhado de
um esfor¢co no sentido de um alargamento de perspec-
tivas sobre o que é um problema e sobre o que € a reso-
lugdo de problemas (vejam-se, por exemplo, as propostas
mais recentes do NCTM, 1987; e os documentos sobre
a renovagao do curriculo de Matemaitica — APM, 1988).
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Parece pois importante reflectirmos sobre aquilo que é
(e ndo é) um (bom) problema, a luz de critérios educa-
tivos. Discutamos esta questio a partir de exemplos con-
cretos.

Alguns exemplos

¢ Exemplo O (um exercicio):

Calcular o valor de x* — 3x para x=2.

o Exemplo 1 (um problema «de palavras»):

Um cliente comprou num dia 2.3 metros de fazenda.
No dia seguinte, comprou mais 1.5 metros da mesma
fazenda. Quantos metros de fazenda comprou no total?

o Exemplo 2 (um problema «para equacionar»):
O Jodo tem metade da idade do pai. Sabendo-se que
a soma das duas idades é 72, quantos anos tem o
Jodo?

o Exemplo 3 (um problema «para demonstrar»):

Usando os casos de semelhanga, mostre que a altura
relativa & hipotenusa divide um tridngulo rectingulo
em dois tridngulos semelhantes.

o Exemplo 4 (um problema «para descobrir»):
Usando apenas 6 fésforos, formar quatro tridngulos
equildteros geometricamente iguais.

e Exemplo 5 (um problema da vida real):

Construir uma planta de um estddio — um campo de
futebol e uma pista de atletismo.

e Exemplo 6 (uma situacdo problemdtica):

O produto de trés mimeros inteiros consecutivos é
sempre um ndmero par miltiplo de 3. Comentar a
situagdo se substituirmos produto por soma.

e Exemplo 7 (uma situacdo):

Considera uma pédgina cheia de mimeros:

o 1 2 3

4 5 6 17

8 9 10 11

12 13 14 15
(APM, 1988, p. 47)
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Problema versus exercicio

O Exemplo (0) é uma questdo idéntica a tantas outras
que se propdem aos alunos do 7.° ano apds o estudo
das operagdes em Z. Nao se trata de um problema mas
sim de um exercicio, se considerarmos que:

Um problema é uma situagdo que difere de um
exercicio pelo facto de o aluno ndo dispor de um
procedimento ou algoritmo que conduzird com cer-
teza a uma solugdo.

(Kantowski, 1981)

Esta definicdo mostra desde logo o carécter relativo
da nogdo de problema. Assim, por exemplo, calcular
a soma dos primeiros 100 mimeros naturais serd um
exercicio se o aluno conhece a férmula da soma de n
termos consecutivos de uma progressao aritmética mas
poderd constituir um problema no caso contrdrio (uma
situagdo idéntica costuma ser apresentada como revela-
dora da capacidade matematica evidenciada por Gauss
quando era ainda uma crianga).

O valor educativo dos exercicios ndo serd nulo mas
€ claramente limitado a prética de utilizagao de uma ou
vérias regras previamente conhecidas. Resolver muitos
exercicios ndo contribui para desenvolver capacidades
de raciocinio ou estratégias de resolucdo de problemas.

A tendéncia para nio distinguir claramente um exer-
cicio de um problema corresponde a uma tradigdo bas-
tante enraizada na Matemdtica escolar. Por vezes,
estabelece-se uma distingdo enganadora: no enunciado
de um exercicio haveria apenas nimeros e operagdes
enquanto o de um problema conteria alguma referéncia
a um contexto concreto.

Os problemas de palavras

Questdes como a do Exemplo (1) sdo muito frequen-
tes no ensino primério tendo alegadamente a vantagem
de atribuir um significado concreto as operagfes mate-
méticas.

No entanto, a excessiva repeti¢do transforma rapida-
mente estes «word problems» (nome pelo qual sdo conhe-
cidos na literatura inglesa) em exercfcios disfarcados nos
quais o «contexto» do enunciado acaba por ser irrele-
vante. O aluno procura munir-se de uns quantos truques
que funcionam em vdrias situagbes — «este problema é
de somar ou de multiplicar?» ou «...¢é de uma ou de duas
operagdes?» ou «...€ de por a virgula debaixo da vir-
gula?» — ou entdo entrega-se simplesmente a fazer con-
tas com os dados numéricos até atingir um resultado
«satisfatério» mesmo que este niio tenha uma relagéo
légica com os dados (veja-se Moreira, 1987).

A resolucdo de problemas deve ser um processo que

envolva activamente os alunos na formulacdo de
conjecturas, na investigacdo e exploragdo de ideias,
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que os leve a discutir e pér em questdo a sua pro-
pria maneira de pensar e também a dos outros, a
validar resultados e a construir argumentos con-
vincentes. Por isso mesmo, a resolugdo de proble-
mas ndo acontece quando os alunos fazem uma
pdgina de cdlculos, quando seguem o exemplo do
cimo da pdgina ou quando todos os problemas se
destinam a prdtica do algoritmo apresentado nas
pdginas precedentes.

(NCTM, 1987)

De certo modo, o papel destes problemas de palavras
no ensino primdrio tem um correspondente noutros
niveis de escolaridade...

O capitulo dos problemas...

Nio € invulgar ouvirmos alunos fazerem afirmagées
sobre os problemas revelando que estes ndo sdo enca-
rados como algo inerente & prépria natureza da Mate-
mética mas vistos como se constituissem apenas uma
secg¢do especial de um dos capitulos de Algebra do pro-
grama — das equagdes ou dos sistemas de equagdes. O
grande peso habitualmente atribuido as equages e aos
problemas «para equacionar», como o do Exemplo (2)
atrds apresentado, contribui certamente para essa con-
cepgdo. Escolher a incégnita, designd-la por x, traduzir
o enunciado por uma equagio em x, resolver a equagio
— eis a estratégia!

Mas esta estratégia € apenas uma de entre muitas que
se podem ensaiar para resolver problemas e nem sem-
pre serd a mais apropriada. Também aqui, a excessiva
repeticdo pouco ou nada acrescenta do ponto de vista
da aprendizagem, e parece contribuir para a formacéo
de ideias limitadas sobre o que € a resolugio de proble-
mas. Muitas vezes, ndo se varia mais do que o grau de
complexidade — «eu tenho o dobro da idade que tu
tinhas quando eu tinha a idade que tu tens...»

Uma vez mais, o «contexto» do enunciado acaba por
ndo desempenhar qualquer papel de relevo. Por isso é
frequente o recurso ao formato de problemas «de ida-
des» ou de «pensar em mimeros». A partir de certa
altura, propor aos alunos que inventem um problema que
possa traduzir-se por uma dada equacfo deixa de ser um
apelo & criatividade — «somando o dobro de um mimero
a..»

Este tipo de problemas terd, claro, algum valor edu-
cativo mas esse valor deve ser reduzido as suas devidas

proporgdes.

Infelizmente, reduz-se muitas vezes a prdtica de
resolucdo de problemas a traducdo de enunciados
em equagdes numéricas com uma incégnita ou em
sistemas de duas equacdes com duas incégnitas. E,
no entanto, muitos problemas — incluindo proble-
mas algébricos — resolvem-se através de estraté-
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gias diferentes que envolvem actividades como:
listar, organizar e classificar dados; usar uma
tabela, um diagrama ou um modelo; trabalhar do
Jfim para o principio; eliminar casos; experimentar
e verificar; procurar um padrdo; resolver um pro-
blema mais simples ou o mesmo problema para
casos particulares; generalizar uma solucdo; encon-
trar um contra-exemplo; resolver de vdrias manei-
ras diferentes; etc.

(Abrantes, 1988, pdg. 54)

Demonstracoes e problemas

Uma demonstragdo pode constituir uma excelente acti-
vidade de resolugdo de problemas. Descobrir um cami-
nho para provar uma conjectura ou uma proposicao

"implica por vezes processos muito ricos que nem sem-
pre estardo presentes noutros tipos de problemas. Esta
perspectiva obriga-nos a fazer uma distingo: uma coisa
€ a decoberta do caminho e a argumentagio; outra € a
apresentacio formal da demonstragdo. Ndo se discute
aqui a importincia relativa de uma e de outra mas
chama-se a atengdo para o facto de corresponderem a
aspectos diferentes da actividade matemdtica e da apren-
dizagem.

Diz-se por vezes que terd havido nas dltimas décadas
um decréscimo muito acentuado na importéncia atribuida
as demonstragoes. Sem diivida, nos antigos programas,
a Geometria (entdo apresentada como um modelo de
construgio dedutiva) fornecia imimeros exemplos de
demonstragdes. No entanto, do ponto de vista da reso-
lugdio de problemas, aquela conjectura parece dificil de
provar... Aprendia-se essencialmente um formato de
demonstragdo que depois se repetia até a exaustio —
e decorar ou reproduzir demonstragdes nio serd uma
actividade de resolugdo de problemas especialmente
rica...

Seja como for, no ensino actual, as actividades de tipo
demonstrativo estdo praticamente limitadas a questdes
do tipo «utilizando... mostre que...», de que o Exemplo
(3) constitui uma ilustracdo. Com muita frequéncia,
caminhos inesperados para responder a questdes desse
tipo sdo desvalorizados, ou mesmo liminarmente rejei-
tados, 0 que mostra que a intengdo ndo era descobrir
um processo de provar uma proposi¢do nova mas sim
treinar a utilizacdo de um dado teorema ou regra. A
repeti¢do e a pouca variedade vio acentuando o caréc-
ter de exercicio do tipo «mostre que» que estas ques-
toes acabam por assumir.

Ao contrdrio, raramente se propdem aos alunos ques-
tdes em aberto, conjecturas das quais nio se sabe & par-
tida se sdo verdadeiras ou ndo. A luta entre a procura
de uma prova ou de um contra-exemplo € um aspecto
da actividade matemadtica quase ignorado na escola (um
exemplo de um problema deste tipo € discutido em Gui-
maraes € Abrantes, 1988).

Na vida real, somos confrontados com problemas de
que nio podemos conhecer antecipadamente a solugéo,
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e muitas vezes nio sabemos mesmo se essa solugio
existe. Ora, este é um tipo de situagdo que deveria ins-
pirar actividades de aprendizagem no 4mbito da Mate-
madtica escolar.

Eureka!

Um tipo de problemas que sao propostos em concur-
sos ou noutras iniciativas ndo curriculares, com o objec-
tivo de despertar a curiosidade e o gosto pela
Matemitica, é sugerido pelo Exemplo (4). Estes «puzzle
problems» sdo apaixonantés para os entusiastas (que nao
se encontram obrigatoriamente entre os matematicos...).
A sua resolugdo requer quase sempre uma percepgao
siibita do caminho certo, uma ideia luminosa.

O seu interesse educativo parece 6bvio. Mas € pre-
ciso ndo esquecer que estes problemas tém geralmente
enunciados contendo toda a informagao relevante (e nao
mais do que essa) e perante 05 quais O contexto rara-
mente precisa de ser explorado. Além disso, tém quase
sempre uma solugdo tnica e bem determinada. Nao sao
por isso especialmente vocacionados para discussoes ou
exploragdes em grupo sobre estratégias de resolucido ou
em torno da aplica¢io de modelos e métodos matema-
ticos.

Estes problemas sdo susceptiveis de interessar forte-
mente alguns alunos para os quais constituem um desa-
fio intelectual, mas ndo tm o mesmo efeito sobre muitos
outros alunos. Este facto, aliado as suas caracteristicas
naturais atrds apontadas, sugere que eles sejam encara-
dos como uma fonte de actividades interessantes mas nao
como uma alternativa global 2 orientagdo da disciplina
de Matematica.

Nos ultimos anos, as recomendagdes para se dar
relevo 2 resolugdo de problemas tém-se traduzido em
iniciativas ndo curriculares, como «o problema da quin-
zena» e os concursos de dmbito local ou nacional, mas
ndo parecem influenciar o essencial — a forma como
se ensina e aprende Matemitica, o trabalho na sala de
aula. Os problemas surgem assim como um factor de
motivagdo externa para o estudo da Matemdtica e nédo
como algo que é inerente ao trabalho em Matematica.

Contrariamente ao que seria desejdvel, sdo por vezes
os vicios do ensino da Matemdtica que parecem conta-
minar aquelas iniciativas. Hd pouco tempo, os criférios
de classificagao para as respostas a um dos problemas
de um conhecido concurso de dmbito nacional reserva-
vam uma grande parte da cotagdo para a «correcta desig-
nacéo das incégnitas» quando se tratava de um problema
que se resolvia, de uma forma mais prética e mais inte;
ligente, sem o recurso explicito a equagdes. J4 ndo bas-
tava que os problemas «para equacionar» tivessem
exercido uma tdo grande influéncia na forma de pensar
em problemas de tantas geragOes, nas quais nos deve-
mos incluir nés préprios, os professores de Matem4-
tica... (um exemplo de um problema em que estratégias
alternativas sio mais simples do que a habitual resolu-
¢do algébrica é discutido em Veloso, 1987). -
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Matematizar situacdes reais

A matematizacdo de situagbes constitui, em diversas
actividades profissionais, uma tarefa complexa para a
qual sdo muitas vezes requeridos variados conhecimen-
tos e alguma experiéncia. No entanto, € possivel encon-
trar sugestdes de trabalho desse tipo adequadas a
Matemética escolar — como o miostra 0 Exemplo (5).
Abordar um problema como este implica: criar ou adap-
tar um modelo matemdtico da situagdo; aplicar diver-
sos métodos matemdticos a esse modelo; verificar a sua
validade perante a situagdo concreta.

A maneira «imprecisa» como o problema é enunciado
ndo deve ser vista como uma fraqueza mas, pelo con-
trério, ela constitui uma forma realista de o apresentar.
Aqui, é indispensdvel explorar o contexto do problema
(incluindo os seus aspectos nio matemdticos), obter
informacgdes que ndo sdo dadas A partida, formular com
precisdo novos problemas, proceder a algumas simpli-
ficagdes conscientes. Além disso, ndo existe uma solu-
¢do tnica e as vdrias solugGes aceitdveis nem sempre
serdio «rigorosas» mas sim aproximadas.

Classificar estes problemas como problemas da vida
real ndo significa que eles tenham que abordar situa-
¢Oes que surgem obrigatoriamente no dia-a-dia ou nas
futuras profissdes dos alunos. Usa-se aqui um critério
ditado pela natureza do problema, das tarefas que se pro-
pdem aos alunos e das aptidGes que estes poderdo desen-
volver.

Situagdes problemdticas

Propositadamente, o Exemplo (6) apresenta uma situa-
¢do em que o contexto € a prépria Matematica. A impor-
tincia do contexto num problema nao estd dependente
do facto de ele se referir a alguma questio prdfica.
Como vimos, sucede muitas vezes que exercicios dis-
farcados falem de questdes concretas.

O que se passa aqui € que o contexto, ndo s6 precisa
de ser explorado, como é em si mesmo problemético.
Um dos aspectos da abordagem deste tipo de situagdes
é a necessidade de formular um ou vdrios problemas.
N3o existe uma solugéo tnica, € o enunciado vago —
«comentar a situagio se...» — convida o aluno a gerar

questdes, fazer conjecturas e, eventualmente, prova-las.

De facto, formular problemas parece ser uma activi-
dade essencial numa situag@o problemdtica — mas que
é, temos que admiti-lo, bastante rara nas aulas de Mate-
matica.

Ao discutir o que € uma situagdo problemdtica, um
dos exemplos que Borasi (1986) apresenta (citando um
livro de J. Adams) € particularmente interessante: «Tens
trinta e muitos anos, as criangas vao bem na escola, o
teu marido progride na sua carreira profissional, e tu
estds aborrecida». O primeiro passo para uma solugdo,
talvez o principal passo, consiste em definir correcta-
mente o problema, o que pode ser feito de vdrias
maneiras.

Situagdes (ainda) ndio problemsticas

Uma das formas de estimular actividades de resolu-
¢do de problemas na sala de aula consiste em criar con-
digdes favordveis, através de ambientes potencialmente
ricos. Em situagbes como a do Exemplo (7) ndo estd
formulado qualquer problema, nem mesmo implicita-
mente, mas hd um convite claro a exploragdo do con-
texto. E...

Explorar tem aqui exactamente o sentido normal da
palavra: entrar em terreno desconhecido, recolher
dados, detectar diferengas, ser sensivel ds repeti-
¢des e as analogias, reconhecer regularidades e
padrdes — ou porventura um sentido ainda mais
Jforte — investigar, procurar encontrar, procurar
descobrir. O espago a explorar ndo é agora o
Atlantico, mas por exemplo uma pdgina cheia de
niimeros.

(APM, 1988, pdg. 47)

Observacdes finais

Um modelo apresentado por Borasi (1986) para clas-
sificar diferentes tipos de problemas propde a andlise de
quatro aspectos: (a) o contexto do problema; (b) a for-
mulagéo; (c) a solugdo; (d) o método de abordagem. A
tabela que se apresenta nesta pigina procura resumir a
aplicagao destes critérios aos oito exemplos atrds apre-
sentados:

EX. CONTEXTO FORMULACAO SOLUCAO METODO

0) Inexistente Uso de

) algoritmos
Siicincesd previamente

@) Qe explicita tnica conhecidos
explicito & o

&) enu:;a 4 fechada exacta

(5) s6 em parte implicita exploracdo do contexto

no e aberta virias criagdo de problemas
(6) enunciado SPTes
1nexistente
)
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Encontros sobre o Ensino da Matematica em 1989

ICTMA 4 — Roskilde, 3 a 7 de Julho

Fourth International Conference on the Teaching of
Mathematical Modelling and Applications (ICTMA).
Realiza-se na Universidade de Roskilde, Dinamarca, de
3 a 7 de Julho de 1989. Esta Conferéncia é essencial-
mente dedicada aos niveis secunddrio (incluindo a for-
magdo vocacional) e tercidrio (Universidades e Institutos
Politécnicos, incluindo a formagdo de professores).

* Morada da Comissao Organizadora: Mogens Niss.

IMFUFA, Roskilde University Centre, P.O. Box 260,
DK 4000 — Roskilde, Denmark.

Jornadas da APMEP — Paris, 28 a 31 de Outubro

As Jornadas Anuais da Association des Professeurs
de Mathématiques de 1’Enseignement Public (APMEP)
realizam-se em Paris, de 28 a 31 de Outubro de 1989.
O tema central serd «Matemdtica em Revolugdo».

* Morada: APMEP, 26 rue Duméril, 75013 Paris,
France.

Um bom problema... (concluséo)

Nas aulas de Matemidtica, predominam claramente
questdes idénticas as dos Exemplos (0), (1), (2) e (3).
Nos concursos de problemas, encontram-se com alguma
frequéncia questdes do tipo do Exemplo (4).

Problemas e situagdes como aqueles que sdo ilustra-
dos pelos Exemplos (5), (6) e (7) sdo praticamente igno-
rados no Ensino da Matemadtica. No entanto, eles tém
caracteristicas nicas que ndo se encontram nos ante-
riores € a sua auséncia torna a experiéncia matemaitica
dos alunos consideravelmente limitada e pouco signifi-
cativa.

A defini¢ao de «bom problema» € uma nogdo relativa
nao s6 porque depende, como vimos, dos conhecimen-
tos prévios de que o aluno dispde mas também por outras
razdes de natureza educativa. Por um lado, é preciso
que o aluno tenha interesse em resolvé-lo — como diz
Polya (1981), s6 hd um problema quando hd uma difi-
culdade que se deseja vencer ou contornar. Por outro
lado, hd que ter em conta a variedade das experiéncias
de aprendizagem proporcionadas ao aluno.

A resolug@o de problemas consiste numa larga varie-
dade de processos, actividades e experiéncias, e o Ensino
da Matemdtica deveria reflectir essa diversidade. Por
alguma razio, um documento recente do NCTM (1987)
define problema como «uma situagdo na qual, para o
individuo ou grupo a que se refere, uma ou mais estra-
tégias tém ainda que ser desenvolvidas».

O alargamento de perspectivas sobre o que é um pro-
blema e a clarificagio de ideias sobre o que € a resolu-
¢do de problemas no contexto escolar sdo aspectos
decisivos de uma imperiosa renovagio do Ensino da
Matemdtica. Proporcionar oportunidades aos alunos para
resolverem, explorarem, investigarem e discutirem pro-
blemas, numa larga variedade de situagdes, é uma ideia-
-chave para que a aprendizagem da Matemética constitua
uma experiéncia positiva significativa.
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Notas:

(1) A primeira edigdo de How To Solve It, datada de 1945,
€ da Princeton University. Existe uma tradugdo em portugués,
de 1977, intitulada A arte de resolver problemas, da Editora
Interciéncia (Rio de Janeiro).

(2) Por exemplo, o Compéndio de Algebra para os antigos
6. e 7.° anos do liceu, da autoria de Sebastido e Silva e de
Silva Paulo, na sua edi¢do de 1958, incluia o livro cldssico
de Polya na bibliografia recomendada, o que curiosamente dei-
xou de suceder em edigGes posteriores.

(3) Vejam-se, por exemplo: a proposta de realizagdo de umas
Olimpfadas da Matemdtica em Portugal (Duarte, Silva e Queiré
— Inflexdo n.° 2, 1981); uma comunica¢do sobre resolugio
de problemas (Ponte e Abrantes — Actas do Encontro «O
Ensino da Matemdtica nos Anos 80», 1982); uma comunica-
¢do sobre uma experiéncia concreta de resolugdo de proble-
mas (Lopes, Matos e Mestre — idem).
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