Este artigo é o primeiro de uma
sequéncia que tem por objectivo
familiarizar os leitores com a teoria de
jogos, uma disciplina muito interes-
sante e actual. A nossa abordagem,
através de uma linguagem simples

e minimizando a simbologia mate-
maética, pretende realcar as diversas
aplicagées da teoria, pelo facto de
pensarmos que as aplicagdes ajudam
a entender a teoria e ilustram o
processo de construgéo dos mode-
los. Para além de que as diferentes
aplicagdes permitem comprovar que
problemas semelhantes surgem em
areas distintas e que os mesmos ins-
trumentos se podem aplicar em cada
situagéo.

1. O que ¢ teoria de jogos?

Foi hé& aproximadamente quarenta
anos que o matemético John von
Neumann e o economista Oskar
Morgenstern, ao tentarem resolver
determinados problemas econémicos,
repararam que os problemas tipicos
do comportamento econémico coinci-
diam com os principios mateméticos

* aplicados a determinados jogos de *
estratégia. Foi o principio da teoria de
jogos.

Nas décadas seguintes, apds a
publicagdo da obra Theory of Games
and Economic Behaviour (1944), a
teoria de jogos despertou grande
interesse devido quer as suas novas
propriedades matematicas, quer as
suas diversas aplicagbes a problemas
sociais, economicos e politicos, etc.
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Continuamente em desenvolvimento,
esta disciplina afecta vérias ciéncias
em amplos aspectos. A razéo pela
qual as aplicagdes séo imensas e se
ocupam de problemas altamente sig-
nificativos deve-se ao facto da estru-
tura matematica da teoria tornar mais
facil definir os conceitos com rigor,
verificar a consisténcia das ideias e
explorar as implicagdes dos resulta-
dos. Consequentemente, conceitos e
resultados s&o precisos, interpostos
com motivagbes e interpretagées
dos proprios conceitos. Além disso
o uso dos modelos matematicos cria
independéncia dos meros interesses
matematicos.

A teoria de jogos analisa situagbes
competitivas que envolvem conflitos
de interesse. A sua premissa basica
é a racionalidade das decisdes, ou
seja, supde que cada jogador procura
constantemente maximizar algum
beneficio, que pode ser de qualquer
ordem, isto é, procura objectivos
exogenos bem definidos (é racional) e
tem em conta o seu conhecimento ou
expectativas sobre o comportamento
dos outros jogadores (age estrategi-
camente).

A teoria de jogos usa a matematica
para expressar as suas ideias formal-
mente contribuindo para o entendi-
mento dos fenémenos que se obser-

. vam quando s&o tomadas decisdes

que interagem entre si.

Quando perguntamos a alguém o que
€ um jogo geralmente respondem-
nos que ¢ qualquer passatempo ou
diverséo. Se pedirmos que nos déem
exemplos de jogos, a resposta &,
com muita frequéncia: xadrez, damas,
monopdlio, péquer, futebol, andebol,
basquetebol, video jogos, etc. Se ana-
lisarmos as respostas com o minimo
de atencéo verificamos que a maior
parte das pessoas define um jogo de
forma pouco rigorosa, no entanto,

os exemplos de jogos que sugerem
n&o deixam duvidas sobre o que ¢, de
facto, um jogo. Também das respos-
tas dadas podemos constatar, que
dos vérios exemplos de jogos sugeti-
dos estes podem ser classificados em
categorias diferentes: jogos de mesa,
jogos de cartas, jogos desportivos,
jogos electronicos; jogos com varios
jogadores e jogos com apenas um
jogador.

Pelo facto de estarmos perante situa-
¢Oes tao diferenciadas que recebem
0 mesmo nome, jogo, elas devem
possuir alguma caracteristica ou um
conjunto de caracteristicas comuns.
Fazendo uma anélise simples pode-
mos identificar de imediato que em

todo o jogo existem regras que

indicam ao jogador o que pode ou

néo fazer. Por outro lado, o jogador
procura uma estratégia que resulte na
obtengéao de determinado objectivo

em oposigao com @s outros jogado-
res que também tentam optimizar o
seu ponto de vista. O resultado final
depende do conjunto das estratégias
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adoptadas por todos os participan-
tes, fendémeno que se denomina por
interdependéncia estratégica. Entéo,
“um jogo é qualquer situacéo gover:
nada por regras com um resultado
bem definido caracterizado por uma
interdependéncia estratégica”.

Atendendo a sua generalidade, pode-
mos encontrar jogos em abundancia
na vida real: politica internacional
(como obter vantagens numa negocia-
¢éo de paz), economia (como aumen-
tar a nossa participagdo em relagéo
aos nossos concorrentes), vida fami-
liar (como manobrar os pais para que
eles comprem uma moto para o filho),
uma batalha, campanhas eleitorais,
uma partida de xadrez, uma partida de
futebol séo disto exemplo.

2 ~ gl e
3. Representagoes dos jogos

Os elementos essenciais de um jogo

sdo:

e Jogadores — intervenientes do
jogo

e Estratégias — conjunto de deci-
sbes que os jogadores tomam

e Resultados (payoffs) — ganhos ou
perdas de cada jogador

Como a estratégia de cada jogador
afecta o resultado final do jogo, cada
jogador deve interessar-se por saber
o que os demais jogadores podem
fazer e deve estar consciente de que
estes ponderardo sobre quais as suas
decisbes.

Os termos estratégia, jogador e
payofftém aqui aproximadamente o
mesmo sentido que em linguagem
comum. No entanto, um jogador ndo
tem que ser necessariamente uma
Unica pessoa. Se todos os membros
de um grupo tém a mesma opinido em
relagdo ao modo de actuar no jogo,
o grupo inteiro pode ser considerado
um Unico jogador, um jogador pode
ser uma empresa, uma cidade, um
pais ou uma equipa de futebol.

Em teoria de jogos, uma estratégia
significa um plano de acgéo completo,
que descreve quais seréo as reac-
¢bes de um jogador perante qualquer
circunstancia possivel. Em linguagem
comum, a palavra estratégia parece
indicar uma atitude inteligente, neste
caso tal néo acontece. Existem estra-
tégias deficientes bem como estra-
tégias muito adequadas. Por outro
lado temos de colocar a hipétese de
um jogador alterar a sua estratégia ao
longo do jogo. Como exemplo desta
situagdo basta pensarmos nos joga-
dores de xadrez ao reconsiderarem a
sua posigao apos jogada do seu opo-
nente ou mesmo a revisdo anual dos
aumentos salariais entre sindicatos e
governo. Todavia podemos conside-
rar que todas estas decisbes estdo
englobadas constituindo uma Unica
estratégia.

Agora que ja sabemos quais os ele-
mentos que devem ser tomados em
conta quando estudamos um jogo

Entrada he A

Figura 1. Labirinto do pote de ouro
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levanta-se uma quest&o: como forma-
lizar o jogo de forma a encontrarmos
a(s) sua(s) solugao(des)? A teoria

de jogos apresenta varios modelos
matematicos para o efeito. O mote
do seguinte exemplo ¢ apresentar
trés representagdes: forma normal ou
forma estratégica, forma extensiva e
forma codificada.

Consideremos o jogo da Figura 1
denominado Labirinto do pote de
ouro.

Dois jogadores, jogador 1 e jogador 2,
tém de encontrar, dentro das saidas
do labirinto, aquela que contém o
pote com certa quantia de dinheiro

Q. O objectivo do jogo é que os dois
jogadores tomem decisdes de forma a
encontrarem a saida correcta e dividir
equitativamente o dinheiro. Caso néo
encontrem esta saida ndo ganham
nada. O jogador 1 joga em primeiro
lugar e pode ir para a direita ou para a
esquerda. Se decidir ir para a direita,
0 jogo acaba com um resultado 0
para cada jogador. Esta situagéo sera
representada por (u1, uz) = (0,0).
Se escolher ir para a esquerda, chega
a vez do jogador 2 tomar a sua deci-
s8o. Da mesma forma este jogador
pode escolher ir para a direita ou para
a esquerda. Se escolher esquerda,

0 jogo acaba com um resultado

(ul, UQ) = (0, 0)

Optando o jogador 2 pela direita, o
jogo também termina. Neste caso
encontraram o pote de dinheiro, e o
resultado do jogo sera representado
por
(ul, ’l,Lg) = 9, Q S
280

Os dois jogadores, obviamente, pre-
tendem chegar a saida que tem o pote

pois, tal como na vida real, quanto
mais dinheiro melhor.

A analise feita teve como base uma
descrigéo simplista do jogo. A teoria
de jogos tem uma forma precisa de
descrever o jogo, a representacéo na
forma extensiva. (Figura 2)

O desenvolvimento de um jogo con-
siste nas decisdes que os varios
jogadores tomam. Assim comecemds
a descrigéo deste jogo com o primeiro
ponto de decis&o. Um circulo significa
que algum jogador tem que tomar uma
decisdo nesse ponto. O ndmero do



jogador ao qual corresponde decidir,
neste caso o jogador 1, aparece no
interior do circulo. Deste ponto de
decisdo saem dois segmentos de
recta. Estes segmentos representam
as opgobes do jogador 1 nesse ponto
de deciséo: esquerda ou direita. O
segmento designado Direita conduz a
uma parede, fazendo com que o jogo
acabe. O final do jogo representa-se
por um ponto terminal. Cada ponto
terminal tem associado um resul-
tado. Como encontrar uma parede
supde cada jogados ganhar 0 euros,

o resultado (0,0) € o que se associa
a esse ponto terminal. Se o jogador

1 decidir ir para a esquerda, chega a
outro ponto de decisdo. Quem tem
de tomar a decisdo neste ponto é o
jogador 2. Igualmente, neste ponto de
deciséo o jogador 2 tem duas possi-
bilidades, esquerda ou direita. Estas
opgdes (também chamadas jogadas)
representam-se novamente por meio
de segmentos de recta que saem

do ponto de deciséo, denominadas
Esquerda e Direita. Se o jogador 2 vai
para a esquerda, encontra uma parede
(um ponto terminal) e o resultado sera
(0,0). Se vai para a direita, saira do
labirinto (ponto terminal) e conseguira
o pote de ouro. O resultado sera

(29)

A forma extensiva contém toda a
informagéo sobre o labirinto do pote
de ouro que é necesséria para o resol-
ver. Em termos matematicos, a forma
extensiva é um diagrama de arvore,
chamado assim porque se vé a direita
desde o ponto de partida. Existem

Esquerda

Direita

Esquerda

(0,0

termos especiais para os elementos
da forma extensiva. Os pontos des-
tacados da arvore chamam-se nés.
Todo o jogo comega com um no ini-
cial. No nosso jogo este é o né onde
o jogador 1 decide. Um né com um
circulo & sua volta e um nimero de um
jogador no seu interior chama-se con-
junto de informagéo. Este indica a que
jogador compete jogar e o que o joga-
dor sabe nesse momento. Os seg-
mentos de recta que saem de cada n6
designam-se por ramos, seguindo a
metéfora da arvore, equivalendo cada
um a uma estratégia que o jogador
tem a sua disposigdo. Os resultados
correspondentes a cada né terminal
recebem o nome de payoffs.

Vimos que a forma extensiva do labi-
rinto do pote de ouro consiste em
nos, ramos, nos terminais e payoffs. A
teoria de jogos tem outra forma para
descrever este jogo. Esta descricéo,
que se baseia apenas em estratégias,
denomina-se forma normal ou forma
estratégica. A forma normal codifica
toda a informagéo da forma extensiva
numa matriz.

Para construirmos a forma normal do
Labirinto do pote de ouro, listamos as
estratégias de cada jogador. Neste
jogo o jogador 1 tem duas estra-
tégias possiveis. Estas estratégias
séo Esquerda e Direita. De forma
semelhante o jogador 2 também tem
duas estratégias: Esquerda e Direita.
Atendendo ao nimero de estratégias
que cada jogador dispde a matriz que
se ird obter ser4 do tipo 2 X 2 (isto

€, uma matriz com duas linhas e duas
colunas). Consideremos que as linhas

(0,0)

Direita

Figura 2. Labirinto do pote de ouro, forma extensiva /

correspondem as estratégias do joga-
dor 1 e as colunas correspondem as
estratégias do jogador 2. Os payoffs
correspondentes aos nos terminais

da forma extensiva do jogo véo cons-
tituir os elementos da matriz da forma
normal. Por exemplo, o par de estraté-
gias: o jogador 1 vai para a esquerda
e o jogador 2 vai para a direita corres-
ponde ao vector de payoffs

()

De forma anéloga se constréem os
outros elementos da matriz. Assim,
observamos na Figura 3 a matriz de
pagamentos que representa o jogo
Labirinto do pote de ouro na forma

normal.

A ultima forma de representagéo que
apresentaremos designa-se por forma
codificada. A forma codificada de um
jogo assenta no pressuposto de uma
leitura linear do jogo e consiste numa
tabela que contém toda a informagéo
do jogo. Para se construir a forma
codificada de um jogo comegamos
por codificar as estratégias de cada
jogador. Como j& vimos anteriormente
cada jogador tem 2 estratégias: ir para
a esquerda — E; ir para a direita — D.

Comegamos por construir a tabela,
segundo a ordem da esquerda para

a direita, preenchendo a primeira
coluna com o ndimero da jogada. A
coluna imediatamente & direita contém
um par ordenado que indica qual o
jogador que esta a jogar e qual a
estratégia adoptada. Logo & direita
desta coluna colocamos a informacéo
correspondente ao jogador que joga
em segundo lugar, um par ordenado
com.o nimero do jogador e a sua
estratégia escolhida. Sendo as joga-
das sequenciais, para além de mudar
de coluna, muda-se de linha. Caso

as jogadas sejam simulténeas faz-se
apenas mudanga de coluna. De forma
anéloga se preenchem as seguintes
colunas até se esgotarem as jogadas.
A Ultima coluna indica os payoffs
resultantes das jogadas efectuadas
sendo aqueles colocados na linha cor-
respondente ao jogador que conduziu

a jogada final. A ordem dos jogadores *

é arbitraria quando as jogadas s&o
simultaneas. Os campos néo preen-
chidos repetem a informacgéo da linha
anterior.
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Jogador 2

Esquerda Direita

Esquerda| (0,0)

(&%)
%2

Jogador 1

Direita | (0,0) (0,0)

Figura 3. Labirinto do pote de ouro, forma normal

Voltemos ao labirinto do pote de
ouro agora representado na forma
codificada. Uma vez que quando o
jogador 1 escolhe ir para a direita o
jogo termina, ndo havendo qualquer
intervengéo do jogador 2, na coluna
correspondente a este jogador néo
se coloca qualquer informagéo. Caso
o jogador 1 opte pela esquerda, é a
vez do jogador 2 tomar uma deciséo.
Neste ponto, ndo havendo simultanei-
dade de jogadas, mudamos de linha

e em funcéo das escolhas do jogador
2, preenchemos a coluna dos payoffs.
(Figura 4)

Neumann e Morgenstern foram os
criadores da distingéo entre represen-
tagdo de um jogo na forma extensiva
e representacgédo na forma normal. No
entanto alguns puristas afirmam que
s6 se devem estudar jogos na forma
extensiva. Os autores da distingéo
das representacoes defendem que

o estudo dos jogos na forma normal
facilita @ sua compreenséo.

Todas as formas de representacéo de
jogos abordadas anteriormente tém
vantagens. A forma normal simplifica o
jogo matematicamente e codifica toda
a informagao da forma extensiva numa
matriz. Além disso a forma normal é
mais adequada a situagdes em que
se pretende estabelecer propriedades
comuns a todos os jogos. Por outro
lado é mais facil fazer a descrigéo
verbal de um jogo quando este esta
representado na forma extensiva ou
na forma codificada. Estas formas
também s&o de mais facil utilizagéo
quando se pretende estudar parte de
um jogo ou jogos mais pequenos. De
facto, se estamos perante um jogo
muito complicado, uma das maneiras
de o analisar é considerar subjogos e,
neste caso, é melhor ter a represen-
tagéo extensiva ou codificada do jogo.
Nestas condi¢des é mais facil deter-
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minar quais os ramos/colunas que se

" devem escolher do que partir de uma

matriz.

Ocorre por vezes que jogos com
formas extensivas ou formas codi-
ficadas diferentes tenham a mesma
forma normal. Isto é devido ao facto
da forma normal suprimir alguma
informacéo disponivel na forma exten-
siva. Cada forma extensiva ou forma
codificada tem uma Unica forma de
representagdo em forma normal. No
entanto, para cada jogo na forma
normal existem habitualmente varios
jogos em forma extensiva ou forma
codificada que poderiam corresponder
a essa forma normal. Podemos con-
cluir que a forma normal se centra
nas consequéncias das diferentes
estratégias, pois suprime parte de
minuciosidade da forma extensiva.

Por outro lado, quando se analisam
jogos com mais de 3 jogadores, quer
a forma extensiva quer a forma normal
podem ser de dificil manuseamento,
contrariamente ao que acontece com
a forma codificada. Contudo, conside-
rando que a importancia de uma repre-
sentagéo se prende com facilidade de
interpretagéo, facilidade de solucionar
o jogo, informagéo fidedigna do jogo,
a representagéo de um jogo na forma
codificada apresenta grandes vanta-
gens.

Gostariamos no entanto de alertar os
leitores para o facto de que quando se
estuda um jogo a preocupagéo com

a sua representagéo deve ser esco-
lher aquela que, de facto, é a mais
adequada a formalizag&o, resolugédo e
interpretagdo do proprio jogo.

4. Um jogo

O labirinto do pote de ouro foi o
veiculo escolhido para fazermos a
primeira incursad na teoria de jogos.

(2,"E") (0,0)

&9

2,"D")

Figura 4. Labirinto do pote de ouro, forma codificada

Tratando-se de um jogo muito sim-
ples, depreendemos que qualquer um
de nés consegue facilmente encontrar
a sua solugéo, isto &, antever o que
cada jogador deve fazer de modo

que todos os jogadores obtenham o
maior beneficio possivel. Obviamente
isso nem sempre é possivel, como
iremos ver. Os jogos serdo cada vez
mais complicados e cada vez menos
fiaveis. Veremos que jogos de dois
jogadores com interesses totalmente
opostos apresentam solugbes aceites
universalmente. Se contudo existem
mais de dois jogadores, o que ocorre
na maioria das vezes, ou se 0s joga-
dores apresentam objectivos comuns,
pode ser que ndo existam solugdes,
ou que existam demasiadas. Normal-
mente, nestes casos decidimos pelas
solugdes mais estéaveis, pelas mais
verosimeis ou mais equivalentes. No
entanto, ainda que estas solugdes
possam ser as mais plausiveis, geral-
mente ndo tém por que impor-se as
outras.

O passo seguinte sera analisar jogos
de dois jogadores de soma nula. A
interpretacéo destes jogos é que os
interesses dos jogadores séo total-
mente opostos, um jogador ndo ganha
uma quantia a menos que os outros
jogadores, conjuntamente, percam
essa quantia. Se existem apenas dois
jogadores num jogo de soma zero, o
pagamento de um jogador deve ser o
simétrico do pagamento do outro; isto
porque um jogador s6 pode ganhar

o que o seu concorrente perde. Por
esta raz&o a forma normal de um jogo
de soma nula apresenta apenas o
payoff do jogador cujas estratégias
s&o representadas pelas linhas.

Assim, e de forma a tornar o préximo
trabalho mais interessante, deixamos
no arum jogo de soma nula (Figura
5), na.forma normal, no qual pretende-



mos que os leitores concentrem a sua
ateng&o por uns momentos e tentem
precisar qual sera o resultado que se
obteria segundo a deciséo que tomara
em cada caso.

O leitor escolherd uma linha (A, B

ou C) e o seu opositor escolhe uma
coluna (I, Il ou I, de modo que
nenhum dos dois conhega qual é a
escolha do seu oponente no momento
em que tem de tomar uma deciséo.

O nimero que figura na intersecgéo
da linha que escolheu e da coluna

que escolheu o seu opositor, sera a
quantidade de euros que lhe teré de

OPONENTE
1 Il il
A 5 -2 1
LEITOR B 6 4 2
C 0 7 -1

Figura 5. Jogo

HEX na EM

Neste numero da Revista Educagédo e Matemaética é publicado em anexo
um tabuleiro para o jogo do HEX. Assim, apresentamos de seguida as

regras do mesmo.

Material

® Um tabueliro como o da figura 1.

® 100 pegas (50 de cada cor).
Objectivo

Criar um caminho que una as duas margens da sua cor.

Regras

O jogo inicia-se no seguinte tabuleiro vazio (figura 1).

Em cada turno, cada jogador coloca uma pega da sua cor num hexagono
vazio. O jogador das cinzentas (@) ganha a partida se criar um caminho
gue una as margens cinzentas (no diagrama, noroeste e sudeste). Por
sua vez, o jogador das azuis (®) ganha a partida se criar um caminho que
una as margens azuis (no diagrama, nordeste e sudoeste).

Troca de Cores: o segundo jogador, no seu primeiro lance (se vir van-
tagem nisso) pode aproveitar o lance efectuado pelo seu adversério,

impondo a troca de cores.

Na figura 2, as cinzentas ganham o jogo (se for a sua vez de jogar) colo-

cando uma peca na casa G2.

pagar o seu oponente. Assim, se tiver
escolhido a linha A, e o seu opositor
a coluna lll, recebera um euro, mas

se este tivesse escolhido a coluna Il,
teria de ser o leitor a pagar-lhe dois
euros, uma vez que o nimero é nega-
tivo. Deveréa supor que o seu opositor
conhece perfeitamente as regras do
jogo, e que é téo inteligente como o
proprio leitor. Recorde que ao tomar a
sua decisdo deve ter em conta o que
pode pensar o seu oponente.
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