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Coxeter € por muitos considerado o maior gedmetra clas-
sico do século XX. Assim expressa, esta ideia pode con-
siderar-se consensual. Quiséramos no utilizar o adjectivo
cléssico e outros, como Alan Connes, responsavel pelo
desenvolvimento da denominada geometria ndo-comuta-
tiva, elevando esta disciplina a um nivel de abstraccado

e generalidade nunca antes alcancado, libertando-a de
nogdes como a de ponto, se perfilariam, dada a riqueza
conceptual e o caracter revolucionério do seu trabalho,
como candidatos naturais a um tal titulo. Estes sao, con-
tudo, exercicios de um tipo subjectivo a que ndo teremos
qualquer necessidade de recorrer, tal € a importancia do
trabalho de Coxeter. Este foi fruto de uma intensa activi-
dade matematica,*que alimentou durante cerca de 70 anos,
ao longo dos quais publicou 12 livros e mais de 200 artigos
em geometria € em teoria de grupos.

Coxeter distinguiu-se pelo modo como explorou a relacéo
entre &lgebra e geometria, para ser mais preciso, a rela-
¢é@o entre a teoria de grupos e geometria. O fulcro deste
relacionamento reside no conceito de simetria. Ele viria,
contudo, a elevar esta relagao a um nivel de sofisticacéo
tal que obteve, por esta via, uma ferramenta fundamental
na descricado de muitos objectos que habitam em espa-
cos hiperdimensionais, onde a forga do olhar, de pouca
valia em tais circunsténcias, é substituida pela forca do
célculo algébrico. Consideremos, a titulo de exemplo,

o caso dos politopos regulares. Obtém-se um poliedro
convexo, num espaco de determinada dimenséo, inter-
sectando um nimero finito de semi-espagos (no plano,
um semi-espaco € a porgéo do plano que fica de um dos
lados de uma recta, no espaco ordinario, um semi-espago
e a porgao do espaco que fica de um dos lados de um
plano, e assim sucessivamente). Um poliedro pode, assim,
ser ilimitado (por exemplo um &ngulo no plano). Aqueles
que correspondem a regides limitadas designam-se de
politopos. E dificil caracterizar a nocéo de regularidade
em termos puramente geométricos, mesmo que tome-
mos a decisd@o de nos restringir a espagos de dimensdes
pequenas. Mas, ainda pior, essas formas s&o dificeis de
generalizar e essa generalizagdo seria pouco util. Feliz-
mente, Coxeter engendrou um modo de proceder a esta
caracterizagdo em termos puramente algébricos. Na figura
seguinte representa-se um icosaedro e uma das suas

Figura 1. lcosaedro com uma das suas bandeiras assinalada

bandeiras. Neste caso (da dimensdo 3) uma bandeira é

uma sequéncia (So. 51. 52), onde 59 & um ponto, 5; &

aresta que incide nesse ponto e s» € uma face que

nesta aresta. A regularidade do icosaedro ¢ traduzida pelo

seguinte facto algébrico dadas duas quaisguer bandeiras,
i1 2 9

i . | 1 1y ok g
01 = (Sg. 51- 52 e by = {sg- S

1- 53) existe sempre uma iso-
metria do espaco ¢ que transforma b; em b, no seguin

9

sentido 6(s}) = s, Hfs%} = \z e Hxi =

“r

Em linguagem da teoria de grupos diz-se que o grupo de

isometrias do icosaedro actua transitivamente no conjunto
das suas bandeiras.

Tomando este facto como a definicéo de politopo regular,
Coxeter abriu as portas para que a élgebra pudesse subs-
tituir o olhar humano onde, como jé se disse, esse olhar de
pouco vale. Em certo sentido, podemos dizer que tanto o
trabalho de Coxeter como o trabalho de Connes, revelam
que a geometria consiste mais no exercicio do pensamento
geometrico que no estudo de propriedades de objectos
particulares como o s&o pontos, rectas, planos ou outros,
quaisquer que sejam.

Esta conexao entre a dlgebra e a geometria foi ainda explo-
rada por Coxeter a um outro nivel. Ele produziu extenso
trabalho no dominio da classificacao dos grupos finitamente
gerados, designadamente naqueles que s&o gerados por
reflexdes. Alguns dos resultados mais elegantes que se
conhecem nesta area foram obtidos por Coxeter, depois de
associar a cada grupo em estudo um determinado politop
de que o grupo é o grupo de simetrias, usando assim a sua
intuicdo geométrica na solugdo definitiva do problema.

Coxeter exerceria uma notavel influéncia em diversas per-
sonalidades, ndo s outros matematicos que com ele cola-
boraram ao longo da sua vida, (o trabalho em colaboracao
foi, de resto, uma das caracteristicas de Coxeter) como
também em outras, trabathando em éreas distintas da -
matematica. O seu trabalho na classificagéo de politopos
regulares seria particularmente apreciado em meios téo
distintos, como a Quimica, a Filosofia, a Arquitectura ou a
Arte. Veremos disso alguns exemplos ja de seguida. ‘

A geometria como um meio de transformar o
mundo

O filosofo R. Buckminster Fuller foi profundamente influen-
ciado pelo trabalho de Coxeter. Classificar Fuller como
filosofo &, talvez, demasiado restritivo; ele era o que se
pode considerar, e muitos efectivamente consideram,
como um pensador abrangente. Buckminster Fuller nasceu
em 1895. Chegou a frequentar a Universidade de Harvard,
mas foi expulso logo no primeiro ano devido a alegada
irresponsabilidade e falta de interesse. Nao obstante este
facto, que certamenite tera sido tomado como um mau
indicador, ao longo da sua vida Fuller receberia 49 douto-
ramentos Honoris Causa e seria nomeado para receber o
Prémio Nobel da Paz.




Figura 2. R. Buckminster Fuller.

Buckminster Fuller foi um dos primeiros futuristas a reflec-
tir sobre os problemas da humanidade de uma forma
macroscopica e global. Em 1927, decidiu trabalhar sempre
e apenas em prol de toda a humanidade. Adoptando esta
postura reflexiva abrangente, Fuller pretendia obter estra-
tégias consistentes para a eliminagdo de problemas gerais
da humanidade como s&o a pobreza, a doenga e a habita-
¢do precéria. Com o seu programa almejava ainda poder
antever quais viriam a ser, no futuro, os problemas criticos
da humanidade. Esta estratégia global de resolucéo de
problemas foi pelo proprio designada de Comprehensive
Anticipatory Design Science, cujo lema era fazer mais com
menos, manifestando assim uma clara preocupacao com

a optimizacéo dos recursos naturais e com a poupanca

de energia. Este principio de optimizagéo que, em dltima
andlise, possibilitaria a todos um melhor padrao de vida, foi
baptizado por Fuller como dymaxion. No &mbito desta filo-
sofia, Fuller afirma:

Aprendi na escola que para fazer uma esfera, que é o
que uma bolha é, se tem que utilizar o nimero 7. Também
aprendi que esse mesmo m € um nimero irracional ...
assim, em que circunstancias € que a Natureza ignora
este facto e, como resultado de algum compromisso,
produz uma bolha? E milhdes delas por segundo? Penso
que séo demasiadas decistes para a Natureza tomar.

Todo o programa intelectual de Fuller foi implementado
em termos praticos. Ele buscou incessantemente essas
solugdes optimais para inimeros problemas. O seu maior
instrumento foi a geometria e, em particular, a geometria
desenvolvida por Coxeter, que procurou aplicar no estudo
_de formas que pudessem ser resistentes e poupar energia,
néo apenas na sua utilizagdo mas igualmente na sua reali-
zag&o. A este campo de estudo chamou Fuller, Sinergética,
tema sobre o qual escreveu muito, destacando-se Syner-
getics, Explorations in the Geometry of Thinking, publicado
pela primeira vez em 1975. A obra é dedicada a Coxeter;
reproduz-se abaixo a respectiva dedicatoria.

Este trabalho é dedicado a H. S. Mi. Coxeter, Professor
de Matematica da Universidade de Toronto.

Para mim, nenhuma outra experiéncia da infancia
reforca mais as nossas capacidades exploratorias que a
)
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Figura 3. Clpula geodésica.

geometria. A sua inspiradora eficiéncia afastando o que
néo é essencial, e avaliando uma variedade de aspectos
desconhecidos a partir de uns, poucos, conhecidos,
assim como a elegancia das suas demonstragoes,
conduzem-nos a descoberta e ao entendimento de
uma estratégia para a resolugdo global de problemas.
Face & sua extraordinaria vida como matematico, o Dr.
Coxeter é o gedmetra do nosso turbulento século XX
que é espontaneamente aclamado como o conservador
de todo o patriménio histdérico da ciéncia da andlise
dos padrées. Dedico-lhe este trabalho com particular
estima e a todos os gedmetras de todos os tempos
com agradecimento pela importancia que tiveram para
a humanidade, importancia da qual ele constitui o maior
exemplo.

Da influéncia de Coxeter sobre Fuller resultaria ainda a
denominada Geometria Sinergética, de que a famosa
clpula geodésica é, talvez, a mais emblematica concreti-
zagéo.

Os resultados tedricos de Coxeter na classificagéo de
politopos e respectivos grupos de simetrias, assim como
os modelos concretos de Fuller, seriam determinantes

na caracterizacéo da estrutura de uma nova molécula,

cuja descoberta valeria aos seus autores o Prémio Nobel
da Quimica, em 1996: Neste ano, a Real Academia das
Ciéncias Sueca decidiu atribuir o Prémio Nobel da Qui-
mica, conjuntamente a Robert F. Curl, Jr. (Rice University,
Houston, USA), a Harold W. Kroto (University of Sussex,
Brighton, U.K.) e a Richard E. Smalley (Rice University,
Houston, USA), pela descoberta de um novo arranjo
molecular de 4tomos de carbono, designado por C60. A
nova estrutura obtém-se vaporizando previamente carbono
através de um laser intenso, e permitindo a condensagéo
do gés resultante num meio composto por gases inertes.
Deve referir-se que o C60 néo é o Unico tipo de composto
que resulta destas experiéncias mas, como aqueles cien-
tistas notaram, é o mais abundante e o mais estavel. A
estabilidade estrutural esta geralmehte associada a uma
geometria peculiar, frequentemente, a configuragoes espa-
ciais muito simétricas.




Figura 4. Representacao artistica da estrutura molecular do C80.

Os resultados de espectrometria confirmaram esta pre-
viséo. E, da confrontacéo desses dados experimentais,
com a teoria matematica, designadamente com a teoria
relacionada com a classificagéo dos poliedros e a carac-
terizacéo das suas simetrias, concluiu-se que a estrutura
molecular do C60 seria a de um icosaedro truncado. E
importante notar que os primeiros dados experimentais néo
apontavam claramente para este tipo de conclusdo. De
facto os resultados relativos a descoberta do C60, foram
publicados na revista Nature, e recebidos com um misto
de entusiasmo e suspeita, ja que nenhum fisico ou quimico,
imaginaria que os atomos de carbono se podiam arranjar
numa simetria diferente daquelas que ja eram conhecidas.

Os sdlidos platdnicos séo frequentemente tomados como
modelos para estruturas moleculares. Pelo menos, como
primeiras aproximacoes para a descricdo dessas estru-
turas. Também neste caso uma busca semelhante teve
lugar, através da analise do tipo de simetria encontrada.
Assim sendo, foi todo o trabalho tedrico na classificacao
de poliedros e na andlise dos respectivos grupos de sime-
trias, para o qual Coxeter contribuiu de modo decisivo,
que em primeiro lugar apontou o tipo de estrutura da nova
molécula. Essa geometria inesperada viria a ser confirmada
experimentalmente, através da realizagéo de experiéncias,
mais complexas e mais precisas.

Arte como matemadtica intuitiva

Considere-se, como Ultimo exemplo, a influéncia do traba-
tho de Coxeter sobre o artista grafico Maurits Escher. Este
possuia ja ampla obra gréfica, obra essa, em muitos casos,
cheia de significado matematico. O problema de pavimen-
tar o plano agradava particularmente a Escher, que se
tornou sensivel a esta questéo depois de visitar Alhambra.
Nos anos 50, no entanto, Maurits estava particularmente
interessado naquilo que se poderia designar por represen-
tacgo do infinito. Um exemplo desse tipo de represen-
tacéo € a sua obra Wirjpool. Nela, os motivos principais
convergem gradualmente para um ponto no centro de toda
a composigdo enquanto que, gradualmente, véo diminuido
de tamanho.

Esher procurou, em véo, obter resultados explorando o
caminho inverso, ou seja, que 0s motivos principais, partido
do centro da composicéo, se aproximassem de um nimero
infinito de pontos de uma circunferéncia limite, diminuindo
gradualmente de tamanho. Depois de muitos esforcos
infrutiferos, Escher decidiu procurar Coxeter, na esperanca
que este o pudesse ajudar. Acabariam por se conhecer

no Congresso Internacional de Matematica, que decorreu
em Amesterdado, em 1954. Escher conhecia o trabalho

de Coxeter sobre grupos cristalograficos em espacos
hiperbdlicos e procurou-o para obter mais informacao nesta
area. Coxeter acabaria por enviar a Escher uma copia de
um artigo seu, juntamente com uma carta onde agradecia
ao artista holandés o facto de este o ter autorizado a repro-
duzir algumas das suas ilustragdes. Nesse artigo, varios
aspectos sobre cristalografia em espagos hiperbolicos
eram mencionados e, embora néo tivesse conseguido
entender o contetdo do ponto de vista matemaético, Esher
deixou-se impressionar por uma das figuras que descrevia
uma pavimentacéo do plano de Poincaré com triangulos
congruentes. O proprio Escher reconheceria que essas
figuras o afectaram profundamente, revelando-se como a
solugdo para o seu problema. De facto assim foi. Algum
tempo depois, a materializagdo dos propositos de Esher
surgiu na forma de uma série de litografias com o titulo
geral Aproximating the Circle. Coxeter diria dessas obras
que Esher, ndo tendo compreendido os célculos matemati-
cos efectuados para a obtencéo da pavimentacéo do plano
de Poincaré pode, apesar de tudo, apreender a esséncia da
construgdo de um ponto de vista puramente intuitivo.
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Harold Scott MacDonald Coxeter nasceu em Kensington
(Inglaterra) em 9 de Fevereiro de 1907. Os pais de Coxeter
interessavam-se por arte. A mée era pintora e o pai,
embora gerisse a Coxeter & Son, uma empresa fundada
pelo avé de Coxeter, tinha como verdadeiros interesses a
musica e a psicologia. E assim natural assumir que, con-
vivendo com este intenso interesse pela arte, o proprio
Coxeter fosse por ela influenciado. Efectivamente, ainda
crianga, manifestou um enorme interesse pela musica
tendo, inclusivé, composto varias pegas para piano, entre
as quais a épera Outomn. Com o advento da adolescéncia,
porém, esse intetesse musical foi cedendo o seu lugar ao
interesse pela mateméatica e, em particular, pela geometria.

A educagao de Coxeter seguiu o padrao tipico de um
membro da classe média inglesa da época.
Depois de ter passado por outras escolas
chegou a St. George's School. No peri-
odo de trés anos que passou nesta
instituicdo travou conhecimento
com John Flinders Petrie (1907-
1971), filho Unico do famoso
egiptélogo Sir Flinders Petrie.

O conhecimento de ambos

foi travado em circunstancias
peculiares ja que se conhece-
ram enquanto estiveram inter-
nados na enfermaria da escola,
convalescendo de pequenas
enfermidades. Para ocuparem o
tempo discutiam muito sobre a
questéo dos cinco solidos plato-
nicos, um assunto que nos respec-
tivos livros de texto aparecia como
opcional. Colaborariam durante muitos
anos, resultando dessa colaboragéo variadas

contribuigbes no dominio do estudos dos poliedros em
dimensbes superiores. O fascinio de Coxeter pela geo-
metria foi, j& se referiu, precoce. Aos 16 anos ganhou um
prémio com um ensaio intitulado Analogia dimensional.
Este trabalho despertou a atengéo de Bertrand Russel que
era amigo do pai de Coxeter, (ambos eram militantes do
movimento pacifista). Russel reconheceu de imediato o
talento matematico de Coxeter e decidiu apresenté-lo a E.
H. Neville, um matematico que anos antes tinha sido res-
ponsavel, juntamente com G. H. Hardy, pela ida do mate-
matico indiano Ramanujan para Inglaterra. Neville aconse-
lhou o jovem Coxeter a abandonar todos os seus outros
interesses e preparar-se para ingressar em Cambridge. Ele
abandonou ent&o a St. George's School e comegou a rece-
ber ligdes privadas de alem&o e de matemética, preparando
a ida para Cambridge seguindo, deste modo, o conselho
de Neville. O seu professor de matemética era entédo Alan
Robson e foi sob a sua orientagéo que, Coxeter adquiriu o
conhecimento matemético necessario para o seu ingresso
em Cambridge. Refira-se, a titulo de curiosidade, que
Robson foi responsavel pela publicagao do primeiro traba-
lho matematico de Coxeter, uma breve nota, que surgiu na
Mathematical Gazette, em 1926. i
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Fruto desta eficaz preparagéo, Coxeter ingressou, final-
mente, no Trinity College (Cambridge). Foi ai que pode
receber a influéncia de alguns dos matematicos mais
importantes da época como J. E. Littlewood, G. H. Hardy,
S. Pollard, H. W. Richmond, P. W. Wood, A. S. Ramsey.
Max Newman, Philip Hall, A. S. Besikovitch, L. Wittgens-
tein e H. F. Baker que seria o orientador da sua tese de
doutoramento, cuja defesa decorreu em 1931. Em 1929,
Coxeter recebeu o prestigiado Smith's prize, atribuido
aos n&o doutorados com o melhor ensaio num qualquer
topico de matematica. Mas j& em 1928, resultado de
investigacées independentes, Coxeter tinha publicado
nos Proceedings of the Cambridge Mathematical Society
um artigo intitulado The pure Archimedian polytopes in six
and seven dimensions. Durante a sua estadia em
Cambridge, Coxeter cumpria religiosamente
uma rotina, participando todos os sébados
na Tea party, um semindrio que decor-
ria na Escola de Artes. (Refira-se, a
proposito, que a Tea Party é muitas
vezes mencionada como o melhor
de todos os seminérios de geo-
metria, organizados durante o
Séc. XX.) Foi frequentando este
semindrio que Coxeter conheceu
o matematico canadiano B. Robin-
son. Os dois haveriam de estar
juntos durante 56 anos na Univer-
sidade de Toronto até a morte de
Robinson em 1992. Juntamente
com Robinson, Coxeter fundou o
Canadian Mathematical Congress
W que viria mais tarde a ser a Canadian
Mathematical Society, de que ambos
foram presidentes. Coxeter foi ainda fundador
e primeiro editor do Canadian Mathematical Journal.
Ambos, Coxeter e Robinson, fizeram ainda parte do conse-
lho editorial do Mathematical Expositions.

No passado dia 31 de Margo de 2003, Coxeter faleceu em
Toronto no Canada. Quem sabe podera agora substituir

a élgebra pelo olhar celeste, no momento em que, certa-
mente, pela forga do seu génio e do se trabalho, conquis-
tou o direito a imortalidade.
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