motivo central

Enquanto esperava a minha vez para o
exame clinico, ia observando o tapete
artesanal de corda, que ocupava o
centro da sala de espera. O motivo
central era constituido por 5 circulos,
um central mais pequeno € outros

4 periféricos maiores, tangentes ao
circulo central e tangentes entre si.
(Vfig. 1

As tangéncias simultaneas dos 5
circulos prenderam-me a atencéo e
fiquei a pensar como é que o artesdo
teria conseguido determinar esses
pontos de tangéncia. Simples seria
construir o motivo a partir dos circulos
maiores, trabalhando de fora para
dentro.

A certa altura pensei: “se eu fosse
fabricante de tapetes gostaria de

Figura 1.

comegar pelo circulo central”. Seria
interessante poder confeccionar
tapetes com este motivo a partir de
um qualquer circulo central, um circulo
com medidas pré-determinadas, a
gosto do cliente.

Na figura 2 podemos ver que o sis-
tema de eixos perpendiculares e de
simetria do circulo central contém o
lugar geométrico dos pontos de tan-
géncia dos 4 circulos maiores e as
bissectrizes dos quadrantes contém
o lugar geométrico dos pontos de
tangéncia entre o circulo central e os
outros circulos.

Para elaborar o projecto do motivo de
modo a obter as tangéncias simul-
téneas entre os circulos, havia que
determinar os centros de cada um
dos circulos periféricos, nos respec-
tivos quadrantes. Isto seria possivel,
se conseguissemos descobrir uma

/
Figura 2.
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relagcdo entre as dimensées do circulo
origem e as dimensdes corresponden-
tes dos circulos periféricos. Ampliar
ou reduzir o circulo central traduzia-
se numa ampliagdo ou reducéo dos
outros circulos, o que me levou &
intuigio de que por exemplo as razées
entre raios ou entre areas dos circulos
seriam invariantes, qualquer que fosse
a composigao escolhida.

Medindo e calculando, verificamos
que a razéo entre as dimensdes dos
raios, do maior para o menor era 2,41.
Ampliando ou reduzindo a figura 3 e
medindo e calculando de novo, a cada
modificagdo, verificamos a invariancia,
daquela razdo. Veja-se a tabela da
figura 3 com os resultados de algumas
dessas experiéncias.

Conhecida esta razdo entre raios e a
sua invariancia, e tomando um circulo
qualquer para origem do motivo, ndo

R r R/r

1.884| 0.764 | 24
2.115| 0893 | 24
2512 1.040 | 24
1.892| 0784 24

[ wlrof—

Figura 3.

Educagéo e Matematica n° 71 e Janeiro/Fevereiro de 2003




14

temos sen&o de multiplicar o raio do
circulo origem por aquele valor, 2.41,
para obter o raio de qualquer dos
restantes circulos que vao completar
a figura em redor do primeiro. Conhe-
cido o raio, a posigéo tangencial dos
circulos n&o oferece dificuldade e o
problema fica resolvido.

O valor 2,41 é um valor aproximado
daquela razéo por defeito. Tem con-
tudo o rigor necessério e suficiente,
para o nosso objectivo, porque o erro,
ndo & significativo quando se trata da
confecgéo de tapetes de corda. Mas
se houvesse necessidade do valor
exacto daquela razéo para o rigor dos
calculos, podiamos conjecturar acerca
desse valor exacto.

Como um valor aproximado de V2é
1,41 a nossa intuicdo sugere-nos que
2,41 poderéa ser uma aproximacéo
racional de nimero irracional 1 + v/2
e formular a conjectura de que

R/r=1+2.

Esta conjectura pode ser validada
com a seguinte demonstragéo sobre
a figura 4.

Seja AD =r, DC = R, BC = R.

(r+R)?=2R*&
sr’P+2rR+R*=2R? &
Coloria N B o

S r2 3 r2 72 72
(R)2 2R
e il = e
T r
Fazendo
R
o= —
-
Temos:

2% —-1=0cz=1+2

/‘ D

Figura 4.
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O objectivo inicial de construir o
motivo a partir de um:-circulo central
arbitrério cumpre-se com a desco-
berta e confirmacéo desta relagéo
entre raios. Entretanto, as figuras
utilizadas até agora foram construidas
sempre a partir dos circulos perifé-
ricos, tal como teria feito o arteséo.
Podemos dizer também que se trata
da resolug@o de um problema geomé-
trico através de uma solugdo nume-
rica.

Ora, ao gebmetra pareceria muito

mais interessante uma solugao exclu-
sivamente geométrica do problema:
construir os 4 circulos maiores, dado
o circulo central e prescindindo abso-
lutamente do conhecimento de R/7.

Os pontos de tangéncia com o circulo
menor eram previsiveis na intersec¢éo
dos eixos ou das bissectrizes dos
quadrantes com o préprio circulo. A
dificuldade estava em determinar os
pontos de tangéncia dos outros circu-
los entre si. Com algum trabalho de
experimentacéo foi possivel descobrir
os outros dois pontos de tangéncia

1
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|
|

de cada circulo periférico. Conhecidos
os trés pontos de tangéncia de um
circulo, a localizagéo do respectivo
centro ndo oferecia dificuldade.

A figura 5 mostra-nos o processo de

construgao a partir do ponto de tan-
géncia T1.

A construcio

1. Circulo arbitrério de centro O

2. Perpendiculares ¢ e d passando
pelo centro O

3. Bissectriz b do 1° quadrante: T1, 1°
ponto de tangéncia

4. Perpendicular a b por T1: P, inter-
secgdo com a recta ¢

5. Circulo com centro em P e raio
igual a [PT1]: T2, 2° ponto de tan-
géncia.

6. Bissectriz b1 do £T1PT2: C, inter-
secgao das bissectrizes b e bl

7. Circulo tangencial com centro em
C.

Figura 5.



Os centros dos outros 3 circulos tan-
genciais, C’, C” e C”’ obtém-se como
imagem de C, por reflexéo, respecti-
vamente sobre o eixo ¢, o centro O e
0 eixo d.

Medindo e comparando os raios r e
R nesta figura podemos obter uma
tabela de valores com os resultados
idénticos aos da tabela da figura 3
para R/r. Mas podemos prescindir
desta verificagéo e com o uso de um
simples compasso e da régua no
graduada, demonstrar a validade da
construgéo. Com efeito, tracados a
tangente p em T'1 e a circunferéncia
de centro Pe raio r, vem:

1.OT1=TIP— P79 ¢
2.0T1=PT1 >0P—=+/9
3.PI2+PO=R=r++2

Fazendo r = 1, pode escrever-se:

4. R=r+v2=
:r(1+\/§):>R/7":
=1 4 +/3)

Esta relagéo s¢ ¢ vélida para a figura
com os 4 circulos periféricos. (V. fig.
5) O factor numérico de r aumenta ou
diminui conforme diminui ou aumenta
o nimero de circulos a volta do circulo
central.

Mas o processo geométrico é uni-
versal e pode ser utilizado para qual-
quer numero de circulos periféricos.
Vejamos por exemplo o motivo com 5
circulos. (Vfig.6)

Nesta altura, pensei eu, que se acres-
centasse mais um circulo a figura,

a razéo entre os raios dos circulos
passaria a ser menor que 1. N&o era
verdade! (V. fig.7)

Contrariamente ao que eu pensava,
verifiquei, ndo sem alguma surpresa,
que no caso de 6 circulos periféricos,
o circulo central é geometricamente
igual aos outros. Porém, n3o havia
raz&o para nenhuma surpresa. O
conhecimento desta figura é provavel-
mente t&o antigo como o favo de mel
ou como a pavimentagéo com hexago-
nos regulares. A inscrigéo de circun-
feréncias nos casulos do favo de mel
ou nos hexagonos da pavimentacéo
sugere aquele motivo. (V. fig. 8)

QR=1.820 cm
PQ=1.276 cm

Figura 6.
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Em finais de 2001, passando numa
loja de comércio, em Alcobacga, fiquei
agradavelmente preso a olhar para um
quadro ampliado que reproduzia uma
rosacea. O motivo central da rosécea
era exactamente o do tapete de 7 cir-
culos. Procurei o postal nos estabele-
cimentos da vila, mas ndo o encontrei.
Supus que seria do Mosteiro. Um dia
mais tarde voltei a Alcobaca, para tirar
a foto a rosacea do lado direito do
transepto, por cima do timulo de D.
Pedro I. Os decoradores do templo,
tinham utilizado as propriedades desta
combinagéo de circulos para o vitral
da rosacea. (V. Fig.9)

A natureza apresenta-nos uma ideia
aproximada desta combinacgéo de

circulos, no favo das abelhas, com os
seus casulos regularmente hexago-
nais. Alids, basta circunscrever apro-
priadamente em cada circulo da foto
um hexagono regular e teremos um
extracto da representagédo de um favo
de mel. Ao invés, se inscrevermos
circunferéncias em cada casulo de um
favo obteremos figuras como a da
foto da figura 9. E quem sabe se néo
foi a natureza a sugerir a harmonia
desta combinagéo de circulos iguais
h& muitos, muitos séculos atras?!

Vidal Minga
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Figura 9.

1. Envie-nos um artigo que escreveu,
sozinho ou em colaboragéo, sobre
uma questdo que considere relevante
no ensino-aprendizagem da Matema-
tica. O texto

® pode ser uma descrigéo e analise
de uma aula ou de uma sequéncia
de aulas, uma experiéncia nova que
tentou, algo que aconteceu numa
aula ou na escola;

e ou uma reflexéo pessoal baseada
na sua experiéncia e/ou leituras
que fez;

e ou entdo uma opinido sobre os pro-
gramas, as condigbes do ensino da
Matematica, a situagdo ou forma-
¢ao dos professores, etc., etc..

Né&o hesite em pedir uma opinido—e
mesmo ajuda, se achar necessario—a
algum colega da Redacgéo. De qual-
quer modo, o seu artigo sera lido com
atengéo e n6s comunicaremos as
nossas sugestdes para o melhorar, se
for caso disso.

2. Envie-nos materiais (em especial
fichas de trabalho) que tenha criado
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ou adaptado para usar nas suas aulas
e que lhe paregam de interesse para
possivel divulgagéo na seccéo Mate-
riais para a Aula de Matemética. Junto
0s seus comentérios sobre o uso

desses materiais se achar necessario.

3. Escreva-nos uma carta com a sua
reflexdo pessoal, ou com uma simples
ideia que teve, a propésito de alguma
questéo que lhe parecga de interesse.
A revista néo publica sé “artigos”,
tem uma secgéo destinada a pontos
de vista, reacgdes e ideias breves.

4. Envie-nos materiais para alguma
das outras secgdes da Revista:

e Vamos Jogar—um jogo para usar
na aula com as correspondentes
explicagdes;

e Pense Nisto—uma questéo para
pensar;

® Para este Niimero Selecciona-
mos—um texto j& publicado mas

ola

que seria interessante reproduzir-

mos na Educagao e Matemética

(traduzido se o original estiver

escrito noutra lingua); nés pediria-

mos autorizagdo para reproduzi-lo.
5. Envie as suas reacgdes a artigos
e materiais que surgiram na Revista,
quer sejam de apoio ou de discor-
dancia. Seria muito bom mantermos
discussbes sobre questdes polémicas
nas paginas da revista.

6. Comunique-nos ideias para temas
a tratar na Revista, mesmo que ndo
queira escrever sobre eles. Em espe-
cial, pode ser importante sabermos
que valeria a pena fazermos uma
reportagem numa escola ou numa
turma.

7. Envie-nos noticias e informagées
sobre acontecimentos que lhe pare-
gam relevantes para publicagao,
incluindo fotografias e outras ilustra-
coes.




