O mundial de futebol e os aniversdrios

Neste artigo ilustra-se

de uma forma particu-
larmente interessante
algumas situagbes proba-
bilisticas em que a nossa
intuicdo nos engana, evi-
denciando a necessidade
de cidadéos estatistica-
mente literados.

De vez em quando surge-nos pela
frente um problema que nos seduz, ou
porque gostamos imediatamente do
desafio que ele nos langa ou porque
ao resové-lo descobrimos aspectos
completamente inesperados. Um dos
meus favoritos € o dos “Aniversarios
no campo de futebol”:

Durante um jogo de futebol hd
23 pessoas dentro do campo: 11
jogadores de cada lado e mais o
arbitro. Qual é a probabilidade de,
nesse grupo de pessoas, haver
duas (pelo menos) que fazem anos
no mesmo dia?

Leitor, se nunca ouviu falar neste
problema, faga uma estimativa dessa
probabilidade. Pense um bocadinho
e, antes de continuar a ler, diga se lhe
parece ser muito ou pouco provavel
haver duas pessoas no campo que
fazem a sua festa de anos na mesma
data.

Bem, temos apenas 23 pessoas, cada
uma delas com 365 hipoteses de
aniversario (sim, Celina, sim, eu sei
que também se pode fazer anos a 29
de Fevereiro mas, para simplificar os
calculos, vamos apenas considerar
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os outros 365 dias...). Praticamente
toda a gente a quem esta questéo é
colocada pela primeira vez responde
que a probabilidade é pequena. E que
23 datas em 365 possiveis ndo s&o
l& muitas, ndo. A probabilidade de
haver repeticéo néo parece ser muito
grande. Pelo contrario, “deve” ser
pequena. A nossa intuigdo diz-nos que
as possibilidades de haver aniversa-
rios repetidos nao séo & muitas.

Passemos aos cdlculos

Ha, como sempre, varios processos
de chegar ao resultado mas, em todos
eles, é mais simples comegar por
calcular a probabilidade de ndo haver
aniversarios repetidos.

1° Processo

Vamos analisar os aniversarios um de
cada vez, de modo a ndo haver repe-
ticdo.

O primeiro jogador pode fazer anos
em qualquer dia. Dos 365 dias possi-
veis, servem-lhe todos: 365/365.

Chega o segundo jogador. Para ndo
haver repeticéo, dos 365 dias s6 lhe
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servem 364, ou seja, 364/365.

Para o terceiro jogador, ja s6 servem
363 dias: 363/365.

E assim sucessivamente, até ao 23°
jogador, para o qual ha 343 dias dispo-
niveis: 343/365.

A probabilidade de nao haver aniver-
sérios repetidos é entdo: 365/365 x
364/365 x 363/365 x ... x 343/365.

A probabilidade P de haver pelo
menos duas pessoas a fazer anos no
mesmo dia € o complementar deste
valor: P = 1 — 365/365 x 364/365 x
363/365 x ... x 343/365.

N&o fagamos este célculo (que pode-
ria dar um bocadinho de trabalho) e
passemos a outra maneira de resolver
o problema.

2° Processo

Para nao haver aniversarios repetidos,
calculemos os casos possiveis e 0s
casos favoraveis para o grupo de 23
pessoas.

Cada pessoa tem 365 possibilidades
de dia de anos, logo os casos possi-
veis s&o 365%.

Os casos favoraveis (para a néo repe-
ticdo) séo todos os conjuntos de 23
datas diferentes, ou seja, **°A,,

A probabilidade de n&o haver aniver-
sérios repetidos é entéo: %°A,,/365%.

A probabilidade P de haver pelo
menos duas pessoas a fazer anos no
mesmo dia &€ o complementar deste
valor: P = 1 — %A, /3652,

Reparemos que esta expresséo é
equivalente & que obtivemos pelo pri-
meiro processo.

Os célculos podem ser feitos rapida-
mente com a calculadora.

%65 nPr 23-36572
«A92FE2TEST
=
- JEF2I72343

E surge a surpresa: a probabilidade de
haver duas pessoas a fazer anos no
mesmo dia é superior a 50%. E ligeira-
mente mais provavel que haja repeti-
¢éo de aniversarios do que nao hajal
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Os aniversarios dos jogadores do Grupo G (/n A Bola, 25 Maio 2002).

Este resultado vai completamente
contra a nossa intuicdo. Como é que,
havendo tantos dias possiveis para
se fazer anos, é mais facil encontrar
repeticbes? Mais a frente tentaremos
dar uma explicagéo para isto.

Notemos que um grupo de 23 pes-
soas € o menor em que a probabili-
dade de haver repeticdes ultrapassa
50%.

Os aniversdrios no Mundial
2002

Como o resultado é surpreendente
(e héd mesmo quem, depois de efec-
tuados os célculos, ache que se deve
ter cometido algum erro), apetece
logo ir verifica-lo experimentalmente.
Uma hipotese simpética, para nos
professores, seria ir & caderneta dos
nossos alunos e, em cada turma,
escolher os 23 primeiros e anotar as
datas de nascimento.

No entanto, em Maio deste ano, nas
vésperas de comegar o Mundial de
Futebol, lembrei-me que seria inte-
ressante aproveitar os jogadores
dos 32 paises participantes. Por uma
excelente coincidéncia, cada pais
podia levar um conjunto de exacta-
mente 23 jogadores: o ideal para
este problema. Sabia também que os
jornais desportivos costumam trazer
alguns dados sobre os jogadores

participantes. Como semanalmente
costumo jogar futebol com um grupo
de amigos, alguns dos quais fanaticos

~ deste desporto, expliquei-lhes o que

iria fazer e pedi-lhes para que estives-
sem atentos e me arranjassem o que
eu queria. Passados poucos dias, o
Anténio Madeira apareceu-me com
as fotocopias de duas paginas de “A
Bola" com os aniversarios de todos
os jogadores.

E sempre uma emogao partir para
esta verificacgo. E qgue, mesmo
sabendo o resultado tedrico, continu-
amos a nao acreditar verdadeiramente
que aparegam repeticbes em cerca de
metade das equipas.

O primeiro pais da lista era a Franca.
E comegamos bem: Vieira e Zidane
fazem ambos anos a 23 de Junho!

E continuamos. Com aniversarios
repetidos havia ainda: Dinamarca,
Africa do Sul, Brasil, Polénia, Estados
Unidos, Alemanha, Irlanda, Argentina,
Nigéria, Suécia, Equador, Croécia,
México, Japéo e Tunisia.

Ou seja, em metade das equipas
verificava-se o que procurdvamos.
Exactamente o valor esperado. Bela
coincidéncial

.

Mas ainda havia melhor. Em trés
dos paises (Brasil, Polénia e Tunisia)
havia dois pares de jogadores com o
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mesmo aniversario. Se um par ja nos
surpreende, dois pares deixam-nos de
boca abertal Mas, do ponto de vista
das probabilidades, também isto era
de esperar. N&o vamos apresentar
aqui os calculos porque s&o um pouco
complicados, mas a probabilidade de
haver mais do que uma coincidéncia
de aniversarios num grupo de 23
pessoas é de cerca de 1/9. Por-
tanto, neste conjunto de 32 equipas,
o nimero esperado de paises com
dupla repeticéo € 32 x 1/9 = 3,56, ou
seja 3 ou 4. Foi o que aconteceu!

E téo bonito ver as probabilidades a
funcionar ...

Quem faz a festa comigo?

Aproveitei o facto de ter as datas de
nascimento destas 23 x 32 = 736
pessoas aparecidas ao acaso para
investigar outro problema relacionado
com aniversarios: ;

Qual é a probabilidade de haver
neste grupo alguém que faz anos
no mesmo dia que eu?
Quantas pessoas é de esperar
que aparecam com o mesmo dia
de aniversario que eu?

Para responder & primeira pergunta, &
novamente mais facil calcular a proba-
bilidade de ndo haver ninguém a fazer
anos comigo.

A probabilidade de uma pessoa néo
fazer anos no mesmo dia que eu &
364/365.

A probabilidade de nenhuma de duas
pessoas fazer anos no mesmo dia que
eu é 364/365 x 364/365.

Para a grupo das 736 pessoas, a pro-
babilidade de nenhuma fazer anos no
mesmo dia que eu é (364/365)7%.

A probabilidade de haver alguém a
fazer anos comigo é: 1 — (364/365)73°
~0,867.

3643650030
- 1327568381

«BE7239119

1-An=

Ou seja, é bastante provéavel que isso
acontega (mais de 86%). So falha, em
média, uma vez em cada 7 ou 8.

E quantos jogadores € de esperar que
fagam a festa no mesmo dia que eu?

Basta multiplicar o nimero de joga-
dores pela probabilidade de terem
nascido no mesmo dia que eu: 736 x
1/365 =2,016.

Bem, devera haver dois jogadores
nestas condigoes. -

E la fui procurar.

Como esperado, havia quem feste-
jasse comigo.

E quantos eram eles? Exactamente
dois: o uruguaio Rodriguez e o brasi-
leiro Edilson.

Ai, é tdo bonito ver as probabilidades
a funcionar...

Vimos que, num grupo de 736 pes-
soas, € muito provével (86,7 %) que
haja alguém a fazer anos no mesmo
dia que noés. Se o grupo for menor, a
probabilidade diminui, é claro. Ento,
podemos por a seguinte questéo:

Qual é a menor dimenséo de um
grupo para que a probabilidade de
haver alguém a fazer a fazer anos
connosco seja superior a 50% 7?7

Se o grupo procurado tiver N pes-
soas, teré de ser 1 — (364/365)N = 0,5
ou (364/365N = 0,5.

Aplicando logaritmos: N.log (364/635)
= log 0,5.

Podemos resolver rapidamente esta
equagéo com a calculadora:

193¢0 55109364
T oen . 6519888
N = 253,65

Sé com 253 pessoas é que a proba-

bilidade de haver alguém a fazer anos
no mesmo dia que nds ultrapassa os

50%.

E é isto que a nossa intuigdo nos diz:
€ preciso um grupo relativamente
grande de pessoas para que isto
acontega. Neste problema nao fomos
enganados pela intuigéo.

Ora, quanto a mim, esta pode ser
uma explicagéo para o nosso engano
no problema inicial. Sabemos que
normalmente é preciso muita gente
até encontrar alguém que faga

anos connosco. E generalizamos
para os outros. Portanto, num tédo
pequeno grupo de 23 pessoas “néo
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deve" haver aniversérios repetidos.
Esquecemos é que, para ndo haver
repeticbes: eu ndo posso fazer anos
com nenhum dos outros 22, nem o
segundo do grupo com Os restantes
21, nem o terceiro com 20 seguintes,
e assim sucessivamente. Ou seja, sdo
muitas coisas que ndo podem aconte-
cer — cada uma delas pouco prova-
vel, mas sdo muitas...

Voltemos aos 736 jogadores do Mun-
dial 2002.

Outra questéo se pode colocar:

Serd que neste grupo havera
festas de anos todos os dias?

Reparemos que o niimero de jogado-
res & ligeiramente superior ao dobro

do nimero de dias do ano, portanto

ha gente mais do que suficiente para
iss0.

Que lhes parece? Sera provavel que
isto acontega?

Foi o que fui verificar.

Bem, ha muitos dias sem ninguém a
festejar o seu aniversario. Sdo exac-
tamente 49. Estamos ainda longe de
preencher o ano todo.

Alids, ndo ha sequer um més com-
pleto. Os melhores séo Marco,
Agosto e Setembro, cada um deles
com dois dias sem ninguém a fazer

. anos. O pior € Novembro, em que ha

9 dias sem aniversarios.

Calcular a probabilidade de todos os
dias do ano serem dias de festa num
grupo de 736 pessoas ndo é nada
facil de calcular.

Mas podemos colocar outra questéo:

Em média, quantas pessoas &
preciso juntar para ter pelo menos
uma a fazer anos em cada dia?

Este é o famoso problemas das colec-
¢Oes: Para fazer uma colecgdo de N
objectos que se véo obtendo aleato-
riamente, em média quantos objectos
é preciso juntar?

O problema foi exaustivamente estu-
dado por mateméticos ao longo do
tempo e a resposta obtém-se usando
uma foérmula bastante simpética e
simples mas cuja demonstragéo j& ndo
me lembro onde encontrei (e que néo
deve ser 14 muito faci. A média M de
elementos de uma colecgéo para ela
estar completa é

N
M=NY 1
(k=1)

Portanto, para preencher todos os
dias dos anos, em média, é preciso
juntar um nimero de pessoas dado

Olimpiadas ibero-americanas de matemdtica

A equipa portuguesa presente nas Olimpiadas ibero-americanas de matema-
tica, realizadas, em El Salvador, conseguiu duas medalhas de bronze e uma
meng&o honrosa. Essas medalhas foram obtidas por Andreia Maria Hor-
tense Gomes (aluna do 12° ano da escola secundaria Frei Gongalo de Aze-
vedo, Sdo Domingos de Rana) e por Domingos José Ramos Lopes (aluno
do 10° ano da escola secundéria da Gafanha da Nazaré); a mengéo honrosa
foi atribuida a Luis Alexandre Meira Ferreira Pereira (aluno do 11° ano da
escola secundéria José Gomes Ferreira, Lisboa). /
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por:
365 1 : A :
M= 365(;;1)—,5 = e gg)

Para fazer este célculo podemos
voltar a usar a nossa sempre Util cal-
culadora gréfica:

§eqﬁ1fH,K,1,
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Ou seja, & preciso juntar um grande
grupo de pessoas. Em média, temos
de arranjar um grupo de 2365 pes-
soas para que haja sempre alguém a
fazer anos em cada dia.

Por fim, sé mais algumas curiosidades
sobre as datas de nascimento dos
jogadores que participaram no Mun-
dial de Futebol de 2002.

O més com mais aniversariantes é
Agosto (88) e com menos é Novem-
bro (39).

Os dias com mais pessoas a festejar
o seu aniversario séo 23 de Junho,

2 de Agosto, 16 de Agosto e 15 de
Outubro, todos eles com 7 jogadores.

E, atengdo Celina, o guarda-redes
sueco Kihlstedt faz anos a 29 de
Fevereiro!

José Paulo Viana
Esc. Sec. Vergilio Ferreira, Lisboa



