
NUmeros PitagOricos 
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Chamam-se quadrados perfeitos aos niimeros que sio 
o quadrado de um ntimem natural. 

0 s  quadrados perfeitos s20 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 
64, 81, 100, ... 

Urn problema muito simples 6 descobrir urn quadrado 
perfeito que seja a soma de dois quadrados perfeitos. 
Por exemplo, 25 ou 100 resolvem o problem porque 
9+16=25 (3W-2) e 36+64=100 (62+82=102). 
Urn problema muito mais wmplicado 6 descobrir quais 
os quadrados perfeitos que s2o a soma de outros dois 
quadrados perfeitos. 

Como 32+42=52 din-se que 3, 4 e 5 fonnam um 
terno de niimeros pitagdricos. Curiosamente, se multi- 
plicarmos aqueles niimeros por um qualquer niimero 
natural obtemos tamb6m um terno de nilmeros pitag6ri- 
ws: multiplicando por 2, temos 6, 8, 10, multiplicando 
p o ~  3, temos 9, 12 e 15, etc. 

0 s  nheros  3, 4 e 5 dizem-se niimeros pitag6ricos 
primitives (o seu rniximo divisor wmum 6 I), enquanto 
que, p o ~  exemplo, 6, 8 e 10 sio nheros  pitag6ricos 
derivados. 

Existe uma interpretqio gwm6trica para aquilo que 
dissemos anteriormente e que passamos a explanar. 

Se 0s catetos dun triangulo rectangulo medem 3 e 
4, entao a hipotenusa mede 5, devido ao Twrema de 
Pit4goras (32+42=52). 0 problema inicial pde ,  entao, 
ser transformado no seguinte: 

Quais os trimgulos rectangulos aims hubs tSm medi- 
aim que s0o mimeros naturais? 

Urn trihgulo cujos lados mecam 3, 4 e 5 est4 nas 
wndicks anteriores, o mesmo acontecendo corn um 
trihgulo em que os lados mefam 3n, 4n e 5n. 

0 s  alunos que j4 &ram casos de semelhanqa de trian- 
gulos podem facilmente cbegar i wnclusio que todos 
os trihgulos referidos no parigrafo anterior &I seme- 
lhantes. Afinal, ao multiplicannos as medidas dos lados 
pelo mesmo n h e r o  natural, estamos a obter amplia- 
@es do trihgulo original (trihgulos miores corn a 
mesm forma). 

Haverd ainda outros triangulos rect6ngulos em que 
as medidas sejam ndmeros naturais? 

Claro que sim! Verificamos, por exemplo, que 
52+ lz2= 132 , pel0 que existe um trihgulo rectfingulo 
de lados 5, 12 e 13. 

A partir do trihgulo anterior podemos obter uma inii- 
nidade de trihgulos semelhantes entre si; basta que 0s 
lados sejam 5n, 12n e 13n. 

Haverd ainda ouiros? 

Para resolver este problema temos de comqar tudo 
de ,govo. 

E clam que, num trihgulo rectangulo, a hipotenusa 
6 o maior dos lados. Como queremos que todas as medi- 
das sejam niimems naturais, se um dos catetos for x o 
menor valor que a hipotenusa pode t o m  6 x+1. 

Ternos entao: 

Aplicando o Twrema de Pitagoras temos: 

Obtemos assim a equaeo y2=2x+l que relaciona os 
comprimentos dos catetos. 

2x+l tern de ser um quadrado perfeito (y2), maior 
que 1 e, al&n disso, 6 um niimero impar (2x 6 par, 
2x+ 1 6 impar). 0 s  quadrados perfeitos impales maio- 
res que 1 sSo: 9, 25, 49, 81, ... 

Para 2x+l=9 vem x=4, y=3, x + l = 5  
Para 2x+l=25 vem x=12, y=5, x+l=13 
Para 2x+l=49 vem x=24, y=7, x+l=25 
Para 2x+l=81 vem x=40, y=9, x+ l=41 

Analisemos 0s resultados anteriores! fi claro que y 
varia de 2 em 2 (y2 6 um quadrado perfeito fmpar). 
Quanto a x, w m q a  por aumentar 8, depois 12, depois 
16, 20, 24, ... 

0 s  pr6ximos valores sefio: 
x=60, y = l l ,  x+l=61 
x=84, y=13, x+l=85 
x=112, y=l5, x+l=113 

Para y 6 muito f4cil encontrar uma express20: 
y=2n+l (new. 
E para x? Se a expressio que da o valor de x for um 

polin6mio do 2O grau na vari4vel n, entao para n=l  
deve t o m  o valor 4, para n=2 o valor 12 e para n=3 
o valor 24. 
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Dado o polindmio 
P(n)=a^l+bn+c, temos: 

I P(l)=4 
P(2) = 12 
P(3) =24 

donde se o b t h  

I a+b+c=4 
4a+2b+c=12 
9a+3b+c=24 

Resolvendo o sistema vem a=2, b=2 e c=0. Logo 
P(n)=2n2+2n. 

Resumindo: 

Obtivemos, assim, uma infinidade de trifingulos rec 
tangulos Mo semelhantes em que as medidas dos lados 
sio niimeros naturals. 

A partir de cada um desses trihgulos podemos obter 
uma infinidade de trifingulos semelhantes entre si mul- 
tiplicand~ todos 0s lados por I. 

Hipotenusa 

r(x+l) 

(2n+l).r (2n2+2n).r (2n2+2n+ l).r 

E clam que podemos perguntar se ainda haverf outms 
trihgulos nas condims pedidas. A resposta & a f m -  
tiva! 

De facto, apenas considehos ate agora os cases em 
que a hipotenusa media mais u m  unidade que o major 
dos catetos. 

0 caw geral serf: 

Pelo Teorema de Pit6goras: 

0 problem ja foi resolvido para a = l .  Se a=2 vem 
y2=2(2x+2)<S=S>y2=4(x+l), donde se conclui que 
x+ 1 6 um quadrado perfeito e que y & um ndmero par; 
se x fosse par terfamos que y, x e x+2 eram todos 
pares, pelo que d o  havia novas soluq6es (essas soh- 
$a% obtinham-se do caso a = l ,  multiplicando todos os 
lados por 2); logo x deve ser nm ndmero impar e x+ 1 
um quadrado perfeito par. 

Para a = 3  vem: 

Resumindo: 

y2=3(2x+3). Logo y2=3,, o mesmo acontecendo com 
y. Por o u p  lado 2x+3 =3, donde se conclui que 2x=3 
e que x=3. Logo x, x+3 e y sio mliltiplos de 3 pelo 
que para a=3 Mo existem nikneros pitag6ricos prinu- 
tivos. 

Y 

Para a=4: 

~2=4(2x+4); logo y 6 par, 2x+4 & quadrado perfeito 
par. Logo 2(x+2) 6 quadrado perfeito par, pel0 que 
x+2 e x Go pares. Neste caso t a m b  Mo ha novas 
solu~6es. 

x 

Para a=5: 

y2=5(2x+5). Daqui concluimos que y=5 e 2x+5=5. 
Logo 2x=5 e x=5. Entao x, x+5 e y sio miiltiplos 
de 5, pelo qne MO hd novas solu~6es. 

x+2 

Para a=6 e para a=7  tamtern nZo obtinhanros novas 
wlu~oes. 

Para a=8: 

y2=8(2x+8). Logo y2= 16(x+4), donde se conclui que 
y 6 par e que x+4 6 quadrado perfeito. Se x for par, 
temos que x, x+ 8 e y sio todos pares pelo que s6 pode 
haver novas wlu@es se x for impar. Se x 6 @ar, entao 
x+4 6 um quadrado perfeito impar. 
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Resumindo: 

Para a=9: 

y2=9(2x+9), donde vem que 2x+9 6 quadrado per- 
feito fmpar. 

2x+9=25 =S> x=8, x+9=17, y=15 

2x+9=49 =?. x=20, x+9=29, y=21 

2x+9=81 =S> x=36, x+9=45, y=27 

2x+9=121 =s> x=56, x+9=65, y=33 

Resumindo: 

Se continu6ssemos a atribuir valores a a, iriamos veri- 
ficar que de a= 10 at& a= 17 d o  obu'nhamos novas solu- 
cW, ao contrario do que acontece para a=18. Nesta 
altura torna-se pertinente perguntar: 
Am1 para que valores de a obtemos nows solu~~es? 
Uma primeiia tentativa de resposta pode ser a 

seguinte: Suponhams que a 6 urn n h e m  primo dife- 
rente de 2. Da igualdade y2=a(2x+a) vem que y^a, 
pel0 que y=a; por outro lado 2x+a=a =S> 2x=a 
x=a. Entao y, x e x+a &o multiples de a pel0 que 
as s o l u m  podem ser obtidas do caso a = l ,  multipli- 
cando todos os lados por a. Concluimos, assim, que, 
se a 6 primo, s6 M novas soluyies para a=2. 

Suponhamos, agora, que a nSo ? primo. Temos dois 
casos: a nZo 6 uma potencia de 2 ou a 6 u r n  potencia 
de 2. 

Suponhamos que a 160 6 uma potencia de 2. 
Entao a pode ser decomposto num produto de facto- 

res primos em que, pel0 menos, um dos factores 6 dife- 
rente de 2. EntSo a=Z@opi^' ...p &, onde (So, 
eventualmente, pode ser zero, (SI ..... 0, sio nheros  

... naturals e os factores 2, pi,. pr sio numeros primes 
distintos dois a dois. Suponhamos que (SI 6 fmpar: 

a=pih+'.q (onde pi nSo divide q), ou seja a=pI2"'.piq. 
Da igualdade y2=a(2x+a) obtemos: 

~ ^ ~ l ~ ' - p l q ~ 2 x + ~ i ~ ~ . ~ i q ) .  
Como pih 6 quadrado perfeito plq(2x+plZmp~q) tern 

de ser quadrado perfeito. Como pi nio divide q, con- 
cluimos que 2x+p1~~.plq  6 multiplo de pi, pel0 que 
2x=p1 e x=pi (porque pi 6 diferente de 2). Entao 
y=pl, x=pi e x+a=pi, pel0 que, neste caso, nio 
obtemos novas solugks. Podemos, entao, concluir que 
s6 pode haver novas so1u;ks se (SI for par. 0 mesmo 
se pode concluir para os restantes expentes. Entao, na 
decompsicao de a em factores primos, os factores dife- 
rentes de 2 aparecem um n h e r o  par de vezes. S6 nos 
interessa analisat 0s casos em que a=2@ap1~~1...p?"'r, 
o que corresponde a afinnar que a 6 quadrado perfeito 
ou a 6 o dobro durn quadrado perfeito. 

Nos casos a=4 e a= 16 vimos que nio havia novas 
solu$&s, pel0 que 6 de suspeitar que isso aconma 
quando a ? am quadrado perfeito par. Vejamos que 
assim 6. 

Seja a=(2k)l=4P. Comoy2=a(2x+a), vem y2=4k2 
(2x+4k2). Logo y2=4; y =2; 2x+4k2 6 quadmdo per- 
feito par. Logo 2x+4k2=4, donde 2x=4 e x=2. 

Concluimos, entao, que y, x e x+a &o pares, pelo 
que 1150 h i  novas solu$&s, quando a 6 um quadrado 
perfeito par. 

Em face do exposto podemos concluir que s6 pode 
haver novas solu* nos casos em que a 6 um quadrado 
perfeito fmpar ou a 6 o dobro dum quadrado perfeito. 

Resumindo: 

lo caso: a 6 quadrado perfeito impar 

Ou, de maneira mais sugestiva: 
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L 
Agora 6 Kcil concluir que os nheros pitag6ricos Go 

todos da forma (p2 +q2)r, (p'-q2 )I e 2pqr corn p, q, 
r Â £ N e p > q  

Publica$des e Programas de Cornputador 
Envio pel0 Correio 

as publicaq3u e programas disponfveis SSO 0s que v h  anuncia- 
dos wests ~6mero da revista, sob os titulos 

- Publicacffes APM 
- Public&e~ e Programas Educacio~is do Project0 Minerva, 

N~icleo <fa EM,. 

fotocopie e preencha uma ticha (ver abaixo; utilize mais do que 
uma ficha se for necesdrio; note que o envio de software tern 
porte fxo). 

no caw de Software, n5o deixe de indicar, al6m do titulo, a ref* 

rjincia (51,52, etc.) respcctiva e a nurca e modelo do wmpubi- 
dor em que vai utilizar os programas. 

envie a ficha. juntamente corn um cheque ou vale postal em nome 
da Assei@o de Pmf- & MatemitIra e no valor tool cal- 
culado, para 

Paulo Abrantes 
Faculdade de Cifincias 
Av. 24 de Julho. 134 - 4." 
1300 L i s h  

escreva a indiceo  upedido de publicac6es~ no wbrescrito. 

.............................................. Home otais parciais l(1 1 
valor total ((1) + (2)) - 1 

Morada ........................................... 

.................................... Pedido reeebido em 
Canigo Postal 

US.: Rt-ondido Â¥ 
Data do pedido ................................ 

(*) note bem: u publica9fts d i  APM tam oustos unitirtos dtfwentts 
~ a r a  sieios e now &ios da APM 
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