Equacoes no Libro

Este ano, em que se completam 500 anos sobre a data

do nascimento de Pedro Nunes, queremos lembrar aqui

as seguintes palavras suas: “A sciéncia néo trata s6 das
coisas que sdo somente imaginarias ou impossiveis: mas
das certas e verdadeiras: as quaes todas tem nome em
qualquer lingoagem por mui barbara que seja.” in Dedicato-
ria do Tratado da Shpera.

Apontamentos biogrificos de Pedro Nunes

Ainda nos finais do século XIX a biografia de Pedro Nunes
era praticamente ignorada ([8], p.37) e o que sobre ela

se escrevia estava cheio de inexactidées. Documentos
auténticos poucos se conheciam e alguns deles ndo se
referiam ao nosso matematico, mas a homénimos seus que
viveram na mesma época e que com ele eram confundidos
pelos estudiosos. Embora alguns aspectos da sua biografia
sejam ainda hoje desconhecidos, sabe-se que nasceu em
1502 em Alcécer do Sal, pois ele mesmo o declara em
Opera quae complectuntur, publicada em 1566 “... anno
Domini 1502 quo ego natus sum ... “. Em rigor ndo se sabe
quem foram os seus pais ([3], p.9) e se teve ou n&o irméos,
mas supde-se que era cristdo novo.

Também dos seus primeiros estudos n&o existem indica-
¢Oes precisas, mas fé-los em Portugal. Depois, teré ido
para Salamanca onde viveu, estudou como aluno livre,

e casou, em 1523, com Guiomar de Arias. Joaquim de
Carvalho ([2], p. 371) admite que Pedro Nunes deve ter
ido ainda muito jovem para esta cidade. Como curiosidade,
cita-se o apontamento que fez, referindo-se ao manuscrito
dos Libros del Saber de astrologia, de Afonso o Sébio: ..
Nao ¢ crivel que [P.N.] tivesse examinado este manuscrito
pelos anos em que frequentou a Universidade de Sala-
manca (15217, 15257?) porque tais curiosidades e canseiras
n&o s&o normalmente toleradas pela verdura dos anos e
pelos impulsos e aspiragbes de quem felizmente vive mais
como estudante do que como estudioso...” .

De qualquer modo, ja por volta de 1525 devia ter regres-

sado a Portugal, pois quando em 16 de Novembro de /

de Algebra

Nunes
Maria do Céu Silva

1529 foi nomeado Cosmdgrafo do Reino, ja era bacharel
em Medicina pela Universidade de Lisboa. Em Dezembro
desse ano foi incumbido da regéncia da cadeira de Filosofia
Moral da Universidade de Lisboa, em Janeiro de 1530 foi
incumbido da cadeira de Légica, e nos dois anos seguintes,
da de Metafisica ([1], p.16). Em 1532 abandonou esta
instituicdo de ensino, mas nessa altura ja tinha aceite o
convite que o rei D. Joao lll Ihe enderegara para ser mestre
dos seus irméos, os infantes D. Luiz e D. Henrique, tarefa
que terd desempenhado durante cerca de dois anos (2],
p.297). Dos contelidos das licbes e do tempo que a elas
dedicava nao hé informagbes precisas, mas os Elementos
de Euclides, o Tratado da Esfera de Sacrobosco, as Tedri-
cas dos Planetas de Purbaquio, o Almajesto de Ptolomeu, a
Mecénica de Aristételes e a Cosmografia estavam entre os
assuntos estudados ([5], pp.297-303).

Em 16 de Outubro de 1544 foi nomeado lente da cadeira
de Matematica na Universidade de Coimbra e em 22 de
Dezembro de 1547 foi promovido a Cosmdégrafo-Mor do
reino.

Em 1572, foi encarregado pelo Rei D. Sebastifo de proce-
der a reforma dos pesos e medidas. Faleceu a 11 de
Agosto de 1578, em Coimbra, uma semana apos a batalha
de Alcacer-Quibir.

Pedro Nunes é sobretudo conhecido pelas obras que publi-
cou. Entre elas citamos o Tratado da Esfera (publicado em
1537, em Lisboa, e dedicado ao infante D. Luiz), o De
Crepusculis (publicado em 1542, em Lisboa, e dedicado
ao rei D. Jodo I} e o Libro de Algebra en Arithmetica e
Geometria' (publicado em 1567, em Antuérpia, e dedicado
ao cardeal D. Henrique).

Apesar de publicado em 1567, o Libro de Algebra comegou
a ser escrito cerca de 30 anos antes. Os textos entdo mais
divulgados onde o assunto era tratado eram as obras dos
italianos, Pacioli, Cardano, e Tartaglia..Em Portugal, o pri-
meiro livro de mateméatica impresso foi o Tratado da Pratica
Darismetica, por Gaspar Nicolas (1519). Era um manual
pratico com regras para as quatro operagdes aritméticas
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elementares, para a raiz quadrada e fracgbes, em que para
os problemas apresentados as solugbes eram indicadas
sem qualquer explicagéo. O segundo livro de matematica
s6 apareceu passados trinta e seis anos, foi o Tratado

da Arte d'Aritmetica, publicado em 1555 por Bento Gongal-
ves.

Nos principios do século XX, Bosmans ([1], p.222 ) afir-
mava: “A Algebra de Nunez é hoje muito pouco conhecida,
para ndo dizer completamente ignorada. Teve, contudo, o
seu momento de gléria, e teve-o justamente. Simon Stevin,
Adrien Romain, Guillaume Gosselin, por exemplo, juizes
competentes, falam dela em termos elogiosos. Donde vem,
entdo, a falta de atencéo dos historiadores de matematica?
Ha para isso uma raz&o; a extrema raridade da obra. E n&o
ha outra pois a obra de Nunes ¢, sob todos os pontos de
vista, notavel.”

Desde logo ficamos a saber que Pedro Nunes escreveu
esta Obra porque reconhecia que a élgebra, “abreviando
as ideias e arranjando-as de uma forma natural”, era de
grande utilidade para a inveng&o de toda a espécie de
teoremas e para a resolugdo de problemas e que o seu
conhecimento se justificava numa cidade como Lisboa, em
que o comércio era a actividade dominante. Diz Pedro
Nunes: “O meio de que usamos para alcangar este fim

é aigualdade. As principais quantidades a que por discur-
sos demonstrativos procuramos esta igualdade, somando-
lhe ou retirando-lhe quanto convém, como quem pde na
balanca, séo trés: Numero, Coisa, Censo.” (Lembramos
que coisa e censo designam, como era tradig&o italiana na
época, a incognita e o seu quadrado, respectivamente).

O Libro de Algebra é constituido por trés partes principais,
duas das quais inteiramente dedicadas a resolugéo da
equagao do 2° grau, e termina com uma Carta aos leitores,
onde o autor faz diversas consideragdes sobre a resolugéo
da equagéo do 3° grau. E, também, nesta Carta que Pedro
Nunes nos fala das preocupagdes de caracter didactico
que teve na elaboragéo da obra, dizendo a esse respeito
([6], p.393): “Eu neste meu livro levo sempre ordem, e os

casos de Aritmética e Geometria que s&o mais faceis, vao
como “iguaria”, que ¢ a doutrina de Aristételes, e tanto nos
faceis como nos dificeis trago os discursos necessarios.
Demonstro todas as Regras que uso e no refiro outro
autor que n&o seja Euclides, e onde convém, nem trago
mais do que o necessario”
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Vejamos, entdo, como Pedro Nunes faz o estudo das
equagdes de grau ndo superior a 2.

Como atras dissémos, estas equagdes séo tratadas no
Libro de Algebra em dois momentos diferentes. Na Parte
Primeira (com apenas 23 folhas), o autor parece ter tido

a intengéo de fazer uma introdugéo elementar que pre-
parasse os leitores que apenas pretendessem ficar com
um conhecimento bésico do assunto e motivasse os mais
interessados, mostrando-lhes a importéncia da élgebra e
cativando-lhes a atengéo para uma abordagem mais deta-
lhada. Ao retomar estas equagdes, na Terceira Parte Prin-
cipal (constituida por 200 folhas), Pedro Nunes fez um
estudo mais profundo, dando novas demonstragdes e apre-
sentando muitos e variados exemplos de aplicagéo néo

s6 & aritmética (como acontecia na Primeira Parte) mas
também & geometria. As aplicagdes a aritmética tém, ao
contrario do que era costume na época, o caracter de exer-
cicios abstractos sobre nimeros ([7], pp.4-5) desligando-se
o autor da geometria, & qual recorre apenas para fazer a
prova dos resultados que estabelece.

Os seis capitulos que constituem a Parte Primeira tém

por objecto o estudo das conjugagdes (que séo as seis ver-
sBes da actual forma canodnica das equagbes de grau néo
superior a dois, envolvendo apenas coeficientes positivos)
com o consequente estabelecimento e demonstragéo das
respectivas regras de resolugéo.

Nesse estudo s&o considerados dois tipos de conjugagdes,
descritos na Tabela 1.

E ¢é usada a seguinte metodologia:

Cada conjugacéo é tratada por sua vez, sendo, em cada
caso, indicada uma regra geral, formulada em linguagem
comum, para a sua resolugéo; em seguida é dado um
exemplo de aplicagéo da regra e feita a verificagéo do
resultado; depois, a regra é praticada com um problema
cuja matematizag8o conduz & conjugagéo em causa; por fim
é feita uma primeira demonstragéo & qual se segue uma
segunda, que no seu entender é “mais perfeita”. Ambas
as demonstragdes s&o extensas, detalhadas e com suporte
geometrico.

Figura 1. Reprodugéo de um selo emitido em 1978 (400 anos sobre a data da morte

de Pedro Nunes). Nela podem ver-se, entre outros elementos, uma operag&o envolvendo
duas expressdes do 2° grau, em algebra sincopada, utilizada por Pedro Nunes. As expres-
sbes parecem ser: 30.p.15.co.p.2.ce, 3.m.12.co.p.7.ce e uma parte do resultado (suposta
soma), .p.3.co.p.9.ce. Em notagao usual, essas expressdes escrevem-se: 30 + 15z + 2z2,
3— 12z + 7z e +3x + 9272



Tabela 1.

Conjungac6es simples

Conjungacdes compostas

ax?® = bz

Censos iguais a nimero  az? = ¢

Censos iguais a coisas

Coisas iguais a nimero bri=c

Censo e coisas iguais a nimero
Coisas e nlimero iguais a censo

Censo e nimero iguais a coisas

224+ br=c
bx + ¢ = z2
22 +e=0bz

(A segunda e a quarta colunas s&o as versdes moderna da primeira e terceira.)

A titulo de exemplo, mostramos como esta metodologia é
posta em prética para o caso da 4* conjugagéo, a primeira
das compostas.

1° — E enunciada a conjugagéo e indicada a respectiva
regra:

“Quando um censo e as coisas forem iguais a niimero, mul-
tiplicaremos metade do nimero das coisas por si mesmo,
criando quadrado, e a este quadrado juntaremos o nimero
proposto, e de toda a soma tomaremos a raiz. Dessa

raiz tiraremos a metade do nimero das coisas, e ficard
manifesto o valor da coisa”. ([6], p.2)

Seguindo as indicagdes de Pedro Nunes, e utilizando a
notag&o usual, o texto anterior propde que se proceda

do seguinte modo: Dada a equagdo = + px = ¢, calcular
sucessivamente,

D &) va ) ro () +o-E
G) G) +a (&) +o (&) +a-2
O valor da incognita é

2)2 _P

(2 Thy

2° — A regra geral é aplicada ao seguinte exemplo:

“Suponhamos que um censo e dez coisas sdo iguais ao
numero 56 e queremos saber o valor da coisa”.

O que temos a fazer é: calcular
52 =125, 25+56 =81, V81 =9, 9—5=4.
O valor da coisa & 4.

A este procedimento, segue-se a verificacdo, nos seguin-
tes termos: “E assim é, porque, sendo 4 o valor da coisa,
sera o quadrado 16 que junto a 40 que é o valor de 10
coisas, fard 56 que se supds serem iguais a 1 quadrado
e 10 coisas.”

3° — A regra ¢ aplicada & resolugéo do problema:

“Partamos 60 por um nimero tal que o que vier na particdo
exceda o partidor em 4",

Este problema, que em termos actuais pode ser traduzido
por 60/z = x + 4, conduz a equagéo =2 + 4z = 60, cuja
solugéo, de acordo com a regra dada, é 6.

4°- Esbogo da primeira demonstragéo da conjugagao

22 + pz = q.(Ver Figura 2.)

Tomar ab igual a p/2 e prolongar ab até ¢, obtendo be, um
lado do quadrado desconhecido, x.

Construir o quadrado sobre ac e decompé-lo em dois qua-
drados (hfye) e (begf) (de lados iguais a ab e be, respecti-
vamente) e dois rectangulos iguais (abfh) e (fgdy).

Por ser ab igual a p/2 e bf igual a z, a area dos dois
rectangulos (abfh) e (fgdy) € pz. Como a soma desta area
com a area do quadrado de lado be é g (conhecido), entéo
a area do quadrado de lado ac é igual & soma de g com a
area do quadrado de lado ab, isto &, ac® = ¢ + ab? (onde,
como vimos, ab e q séo conhecidos). Daqui se conclui que:
ac = +/q + ab? e, portanto, bc = v/q + ab? — ab (ou seja,
e

T (2) 37
Esta demonstragéo, que néo é inovadora, apoia-se em
Elementos de Euclides (Prop. Il, 4).

a b c

Figura 2.

Educagéo e Matematica n° 68 ® Maio/Junho de 2002




fd

a e d g
Figura 3.

5° — Esbogo da segunda demonstragéo da conjugagéo
z? + px = q. (Ver Figura 3.)

Tomar um segmento ad, de comprimento p, e designar o

seu ponto médio por e. Marcar na perpendicular a ad, por
e, um segmento de comprimento /g . obtendo o ponto f.
Determinar o ponto g como intersecgdo da semi-recta ed
com a circunferéncia de centro e e raio fd. Entdo, z = dg.

Como fd*> = ef? +ed® e fd = eg, entdo
eg® = ef? + ed?; substituindo nesta expresséo eg por
ed + dg e simplificando, vem: dg? 4+ p-dg = q.

Logo, dg é a solugéo.

Pedro Nunes inclui nesta Parte um capitulo no qual d&
indicagbes para reconhecer se o caso que estamos a tratar
¢ impossivel ou indeterminado: “Como conosceremos si el
caso es necessario o impossible”, para que néo gastemos
tempo a procurar a solugéo, quando ela néo existe ou

pode ser qualquer; pois, como ele diz, trabalhar em véo é
procurar o que é impossivel ou o que é comum a qualquer
ndmero.

No caso da impossibilidade coloca dois tipos de questdes:
uma, em que o problema é impossivel porque a equagéo
que o traduz ndo tem solugédo e outra, em que apesar

da equagéo ser possivel, a sua solugdo néo satisfaz o
problema proposto. Lembremos, a propésito, que Pedro
Nunes n&o usa quantidades negativas, as quais chama “um
absurdo, uma pura contradigéo”, e ndo aceita a solugéo
nula.

Uma passagem deste capitulo testemunha a sua preocu-
pacao com o rigor logico. E quando afirma: “Quando o
nimero com 1 censo se igualam com as coisas, se o caso
for possivel ndo ser4 menor o quadrado da metade do
nimero das coisas que o nimero de companhia do censo

e inferimos logo que, se o dito quadrado é menor n&o sera

o caso possivel” (ou seja, usando terminologia actual, se a
equagéo é possivel o discriminante é n&o negativo, donde,
se o discriminante é negativo a equagéo é impossivel). /
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Como atrés referimos, s6 na Terceira Parte Principal do
Libro de Algebra Pedro Nunes volta a tratar equagdes
do segundo grau, explicando o que fazer para as reduzir
a uma das conjugagbes. A este respeito diz: “E quanto
& ordem que devemos ter no igualar, parece coisa mais
razoével que, primeiramente se compensem os defeitos,
se os houver, e depois se reduza o redundante, que

for comum a ambas as quantidades, pois embora ndo
haja inconveniente em trocar a ordem, é aquela mais
facil de entender”. Assim, por exemplo, se tivermos

3z + 20 — 2% = 10, compensamos o defeito, que &

z?%, somando 22 a ambos os membros; obtemos

3z + 20 = 10 + z%. Em seguida, reduzimos o redundante,
que é 10, subtraindo 10 a ambos os membros; obtemos
3z +10 = 2.

As equagoes de grau superior a 2 no Libro de
Algebra
E na Terceira Parte Principal e no Posfécio (em que Pedro

Nunes se dirige aos leitores) que aparecem referéncias as
equacdes de grau superior a dois.

Algumas destas equagdes séo tratadas com generalidade,
como por exemplo, as do tipo az™ = bx™, para as quais
é indicado um processo igual ao que hoje utilizamos,

e que em geral passa pela extracgéo da raiz. Mas, na
maioria dos casos, o autor indica um procedimento que
lhe permite reduzir as equagdes em causa a uma das
conjugacées. E o que acontece com as equagdes dos
tipos: az"t? + bzt +cz” =0, 22" +az” +b=0e
az* +bz® 4+ cx® = d, comc = 2/aVb .

Para as primeiras, divide por 2" ; para as segundas, faz a
substituicdo z" = y; e para as Ultimas, em cujo primeiro
membro reconhece o quadrado de um binémio, extrai a raiz
quadrada.

Sobre este ultimo caso Pedro Nunes dé& dois exemplos
curiosos.

Um ¢é o da equagéo 4z* + 922 4 1223 = 196 que, por
extracg&o da raiz quadrada a ambos os membros, trans-
forma em 22 4 3z = 14; o outro é o da equag&o

9z* + 1622 — 2423 = 225 que, & semelhanga da anterior,
transforma em 322 — 4z = 15, concluindo que = = 3.
Porém, aqui, detém-se para observar que, se tomar para
raiz de 9z* + 1622 — 242® o binémio 4z — 3z2, em vez do
seu simétrico, é conduzido & equagdo 4z — 3z2 = 15, que
n&o tem solugéo. Este facto deixa-o confuso, como pode
depreender-se das suas palavras ([6], p.161): “E nesta
parte notaremos uma coisa muito digna de se saber, e que
& muito dificil, e muito estranha ao nosso entendimento,
pelo pouco exercicio que temos nas subtilezas da Aritmé-
tica”. Contudo, logo de seguida o problema é ultrapassado
e a resposta é dada nos seguintes termos ([6], p.161):
“Assim como 9z* 4 162> — 242 tem duas raizes, assim
também 225 tem duas raizes, uma é +15 e a outra é —-15".

N&o quisemos deixar de mencionar este caso paradigma-
tico, que mostra como a sua experiéncia na manipulagéo
algébrica o fez reflectir sobre importantes aspectos aritmé-
ticos.



Para resolver equagbes do terceiro grau Pedro Nunes
recorre a varias estratégias, como somar um nimero con-
veniente a ambos os membros da igualdade ou dividir
polinébmios, com o fim de conseguir um abaixamento de
grau; e aconselha o leitor que queira por em prética este
processo, sem grande esforgo, a compor e memorizar uma
tabua de produtos de polinémios do tipo (az + 1)(z + b)
com a,b=1,2,...,10.

A propésito das equagdes do tipo =3 = ax + ¢, quando

a = c+ 1, o nlmero que soma a ambos os membros é

1 (é o que convém), para em seguida, cada um deles ser
divisivel por z + 1; mas se, em vez disso, for 2a = ¢ + 23,
o nimero passa a ser 8, e o polinémio divisor é = + 2.

Como exemplo de aplicagéo toma a equagéo 2> = 7z + 6,
que esté nos dois casos referidos. De facto, somando 1 a
ambos os membros obtém z° + 1 = 7z + 7, que se trans-
forma na conjugacgéo z° = 6 + z depois de dividir ambos
os membros por = + 1; ou, em alternativa, somando 8 a
ambos os membros, obtém % + 8 = 7z + 14, que depois
de dividida por = + 2, d& 2% = 2z + 3.

No Libro de Algebra s&o trabalhados, por processos ana-
logos a este, muitos exemplos de equagdes do terceiro
grau, mas o nosso matemético ndo conseguiu atingir o seu
objectivo principal — obter a forma geral de resolucéo da
cubica.

Antes de publicar a sua obra, Pedro Nunes teve conheci-
mento da regra geral de resolugéo da equagéo do tipo

z2 + px = q divulgada por Tartaglia a Cardano, em forma

de verso. Decidiu, entdo, inclui-la na “Carta aos Leitores”
([6], p.404):

“Quando o cubo junto com as coisas

Se iguala a algum ndmero:

Descobre outros dois que difiram do conhecido.
E faz como ¢é usual,

Que o seu produto seja sempre igual

Ao cubo da terga parte das coisas;

Entéo a diferenga

Dos seus lados cubicos, bem subtraida,
~ Valerd a tua coisa principal ... “?,

acrescentando alguns detalhes sobre a sua invengéo e
divulgagéo.

Da leitura do Posfécio podemos concluir que Pedro Nunes
procurou sempre actualizar os seus conhecimentos, intei-
rando-se da principal produgéo matematica da sua época.
Por isso ele refere obras de Pacioli, Tartaglia e Cardano,
gue por vezes critica e explica, procurando tornar mais
acessiveis e rigorosas algumas das provas nelas apresen-
tadas.

Notas

1 A escolha da lingua castelhana para a escrita desta obra teve

como objectivo tornar o livro acessivel a um maior nimero de lei-
tores. (I6], p.XIV,XV.)

2 Aregraimplicita nestes versos da a solugéo

para a equacgo cubica 22 + pz = q.

Referéncias bibliograficas

[11 Bosmans, H. (1908)."L'Algébre de Pedro Nufiez” in An. Sc. Aca-
demia Politécnica do Porto, vol 3, pp 221-271. Porto.

[21 Carvalho, Joaquim (1943). Anotagées ao “De Crepusculis”.

[31 Costa, Fontoura(1969). Pedro Nunes (1502-1578). Agéncia geral
do Ultramar. Lisboa.

[41 Nunes, Pedro (1940). Obras: De Erratis Orontii Finaei Regii Mathe-
maticarum Lutetiae Professoris. Imprensa Nacional de Lisboa.

[5]1 Nunes, Pedro (1943). Obras: De Crepusculis. Imprensa Nacional
de Lisboa.

[6]1 Nunes, Pedro (1950). Obras: Libro de Algebra en Ariyhmetica y
Geometria. Imprensa Nacional de Lisboa.

[71 Silva, Maria do Céu e Ribeiro, Rosa Maria (1999). “Aspectos do
Libro de Algebra de Pedro Nunes”, in Informat, Ano |, vol.4, Minis-
tério da Educacgéo.

[8]1 Vasconcellos, Fernando (1925). Histdria das Mateméticas na Anti-
guidade, Paris-Lisboa.

Maria do Céu Silva
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

A revista Educagéo e Matemética editou o seu primeiro ndimero em 1987 e, desde ai, tem marcado presenca junto dos
professores, constituindo uma fonte preciosa de recursos. Os textos seleccionados, os relatos e materiais de sala de
aula, os artigos de opinido e os pontos de vista, as entrevistas, os problemas e os jogos, as informagdes, séo elementos

importantes de apoio & actividade e reflexdo dos professores.

Faltam-lhe alguns exemplares? Logo um dos niimeros em que saiu um artigo que gostaria de ler? Agora pode fazé-lo nas
mesmas condi¢des das outras publicagdes, ou seja, por metade do prego de capa, no caso de ser sécio.

Alguns dos numeros estéo esgotados, podendo as revistas ser policopiadas, mas existem outras, algumas das quais
reeditadas, que poderéo ser adquiridas. Na pagina on-line da APM poder&o consultar informagdo mais detalhada sobre
0s nimeros existentes em stock, salientando a redacgéo da revista a importéncia dos nimeros teméticos, pela sua
especificidade. Assim, existem exemplares dos nimeros 27 — Histéria e Ensino da Matemaética, 31 — O Professor de

Matemética, 35 — Viver e pensar a aula de Matematica, 40 — A Matemética nos primeiros anos, 45 — Tecnologias (inclui um
indice de artigos sobre tecnologias na Educagéo Matematica e Actas do ProfMat), 50 — Educag&o, Escola, Matematica, 55
— O curriculo e 60 — A Matematica. O Gltimo nimero temético — 64 — foi dedicado & Matematica e Natureza. O nimero 65,

apesar de n&o ser tematico, inclui um dossier do 1° ciclo. g

A redaccéo
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