A presenca da Natureza na Matemadtica:
algumas notas resultantes de uma consulta ao passado
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Kepler acreditava que a proporgdo geomeétrica teria inspirado ao Criador a geracao
continua de objectos similares a partir de objectos similares; mas quem tera
inspirado o Homem para criar ou nomear as figuras geométricas?

Desde longa data — ou desde sempre? — que o homem é sensivel & natureza.
Bastara percorrer os achados arqueolégicos encontrados em Portugal, e ndo sé,
para aceitar esta assergéo; e se neles poderdo existir registos mais latos, abundam
representagdes de plantas e de animais, por certo, as imagens que mais chamaram
a atengéo dos seus autores (por exemplo, nas gravuras descobertas ha alguns
anos no Vale do Coa e mais recentemente no Sabor, estas datadas de 20 mil anos,
ha cavalos e auroques). Posteriormente, tera surgido a interpretagéo matemética
da natureza, da qual a mais falada serd, talvez, a que incidiu sobre o universo: numa
pesquisa permanente através dos tempos, levada a cabo por nomes de vulto como
Aristarco, Ptolomeu, Copémico e Galileu, foi evoluindo a divida desde como se
move o Sol? até como se movem os planetas? E Kepler nao traduziu
matematicamente as leis do movimento planetario? E Newton nao definiu
matematicamente a atracg&o universal entre dois corpos? E Eratdstenes nio
determinou o comprimento do raio da Terra? N&o foi, porém, o universo o Gnico
segmento da natureza a despertar a atengéo dos matematicos. Chegaram até aos
nossos dias estudos matematicos que, apesar de n&o terem qualquer relagédo com
folhas, trevos, rosas, gotas de agua, coragdes, rins, borboletas, caracois,
serpentes, feijdes, amendoins, pérolas, péras, enfim! definem figuras que tém
essas formas e, consequentemente, foram-lhes associados esses nomes.

Além das leis que regem os movimentos planetérios, também se conhecem
aplicagcbes da matemética a Biologia, leis que quantificam o efeito de substancias
quimicas no organismo humano, que justificam as variagdes da dimenséo de uma
populagéo num micro-sistema, que quantificam o desenvolvimento de um ser
organico...

Um estudo matemético de curvas néo podera prescindir da classificagéo das
mesmas, do modo como lhes é atribuido o nome, da relacdo de umas com as
outras, da listagem de algumas das suas propriedades; contudo, nenhum destes
aspectos € primordial neste texto, no qual apenas se pretende evidenciar as
ligacdes ja estabelecidas entre a Matematica e a Natureza.

Respiguemos algumas delas, ndo sem antes alertar para o facto de existirem
curvas com o mesmo nome de proveniéncias diferentes, assim como casos
particulares de algumas familias que pertencem a outras familias. Nestes casos,
independentemente da equivaléncia da definigdo aplicada, ha que verificar se as
curvas obtidas apresentam as mesmas propriedades ou se, relativamente a um
mesmo referencial, as definigdes analiticas coincidem.

/
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Folium e quadrifolium

A palavra folium significa em forma de pétala e a palavra quadrfolium é, por vezes,
substituida por trevo (de quatro folhas, subentende-sel).

A partida, seria de esperar que, a existirem curvas com estes nomes, elas
estivessem algebricamente relacionadas. Contudo, apresentam entre elas
diferencas significativas: enquanto que a primeira, em coordenadas cartesianas, é
definida por uma equagéo do quarto grau, a segunda € traduzida por uma do sexto
grau; em coordenadas polares, coordenadas que nestes assuntos simplificam um
pouco mais a escrita matematica, sdo definidas, respectivamente, por

r = —4acos>(0) e r = asen(20).

Também seria de esperar que 0 homem tivesse atribuido os nomes de bifolium e
trifolium. E assim aconteceu: trata-se de linhas cuja definigao analitica é do tipo da
primeira, fazendo com ela uma familia assim definida:

r = —bcos(f) + 4acos(f)sen?(6).

Fazendo b = 4a ou b = 0 ou b = qa, teremos os trés citados membros da familia,
respectivamente. Estas curvas tém, também, definicbes geométricas. Vejamos a
do bifolium, por exemplo. Seja P um ponto da circunferéncia (¢) de didmetro [OA],
sendo O a origem do referencial e A um ponto do eixo das abcissas; seja p a recta
paralela ao eixo das ordenadas tirada pelo ponto P e M e M’ os pontos de
intersecgdo dessa recta com a circunferéncia de centro P e raio [OP]. A linha
descrita pelos pontos M e M’ quando P descreve a circunferéncia (¢), € o bifolium.
Se de entre todas as curvas que usam a palavra folium no seu nome uma mereceu
mais relevo do que as outras, o folium de Descartes, um dos quadrifolium, foi
também eternizado mas por Grandi.

O folium de Descartes

Descartes (1596—1650) nao interpretou correctamente o texto sobre a
determinagdo da tangente a uma curva que Fermat (1601—16685), talvez o maior
matemético amador de todos os tempos, apresentou por carta ao monge Francés
Mersenne (1588—1648). No sentido de comunicar a sua propria reflexdo,
provocada pela carta, criou uma curva a que mais tarde o matemético Francés
Roberval (1602—1675), um dos poucos matematicos ndo amadores que pertencia
ao circulo de Mersenne, denominou folium de Descartes. Vejamos o que a histéria
conta. Fermat determinava extremos de uma curva do tipo y = f(z) por um
método, reconhecido hoje como muito engenhoso, que consistia em identificar dois
originais, muito préximos um do outro, com a mesma imagem. Para isso, comegava
com o calculo daquilo a que hoje chamamos a razéo incremental de uma fungéo
num ponto:

e considerava a imagem da fungéo em dois pontos proximos, um de abcissa z e
outro de abcissa z + E;

e calculava a diferenca entre essas imagens;
e dividia essa diferenga por E;
e igualava E a zero.

Este mesmo processo aplicado a um ponto qualquer, de abcissa @;no qual se
pretende definir analiticamente a tangente, incide, agora, na determinagéo do
declive da tangente nesse ponto. Em ambos os casos, seja na determinagéo de um
extremo, seja na determinacéo da tangente, e em linguagem actual, Fermat
propunha a determinagéo do limite da razéo incremental da fungéo num intervalo
quando a amplitude deste intervalo tendia para zero: propunha, portanto, a
passagem ao limite da dita razdo incremental no intervalo de amplitude £, num caso
definido a partir de z, e, no outro a partir de uma constante a.
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Recebida a carta de Fermat, Mersenne teré feito o mesmo que em outras
situagdes, nessa sua actividade que hoje é conhecida como a repiiblica das cartas:
té-la-4 copiado o nimero de vezes necessério para a fazer chegar & comunidade
mateméatica; e assim, a descri¢do do processo criado por Fermat para determinar
tangentes a curvas tera chegado ao conhecimento de Descartes. Por dificuldade
de explicagéo por parte de Fermat ou por dificuldade voluntéria ou involuntaria de
compreenséo por parte de Descartes, o certo é que houve dificuldade de
comunicagéo entre estes dois matematicos. A resposta ndo se fez esperar:
Descartes desafiou Fermat a aplicar o seu método, que classificou de ndo geral, a
uma curva definida em termos actuais por 23 + y* = 3azy.

Com tal disputa a humanidade ganhou o folium de Descartes. Esta curva admite a
bissectriz dos quadrantes impares como eixo de simetria e passa duas vezes na
origem, embora em situagdes diferentes, como facilmente se conclui recorrendo a /’
definicdo em coordenadas paramétricas, = = 3at/(1 +t3) e y = 3at?/(1 + t3): uma A\

quando t = 0, outra quando ¢ tende para infinito. N / / '

Perante o desafio de determinar a tangente a tal curva, Roberval supés que ela se \\ //
desenvolvia igualmente pelos quatro quadrantes, aligs, como Descartes supunha
inicialmente, ou seja, que ela teria a forma flor de jasmim, nome esse que perdurou -2 o
durante algum tempo. Menos poético, mas talvez mais prético, é o outro nome pelo
qual tal figura é conhecida: né de fita. RN

Mais tarde, em 1692, o matematico holandés Huygens (1629—1695) reconheceu a N
natureza assimptdética dos seus ramos, néo confirmando, por isso, a hipétese
admitida por Roberval. Hoje também se sabe que a area da pétala é igual & area do \
dominio situado entre os ramos infinitos da curva e a sua assimptota (a recta L N
definida analiticamente por z + y = ), medindo qualquer uma delas 3a?/2.

Recorde-se que na época em que ocorreu este episodio, 1638, ainda nao se

conheciam coordenadas negativas, pelo que se tem de ver esta curva apenas

representada no primeiro quadrante, tal como Descartes e Roberval a estudaram.

A Rhodonea e as Rosdceas de Grandi

Grandi (1671—1742) foi um monge italiano que iniciou as suas actividades
docentes em Florenga, ensinando filosofia e teologia no mosteiro dos Camaldulos,
uma facgéo dissidente da ordem dos Beneditinos. Posteriormente, exerceu a
mesma actividade em mosteiros da mesma congregagéo, primeiro em Roma e
depois, em Pisa, aonde chegou em 1700. Foi, entdo, mostrando cada vez maior
interesse pela Matematica. Em 1707 tornou-se matematico de Cosme il de
Médicis, Gréo Duque da Toscana (provavelmente descendente do outro Gréao
Duque do século XVI, Cosme |, cujo nome ficou associado a um problema da
histéria das probabilidades) e, volvidos outros sete anos era professor de
Matemética na universidade de Pisa. Em 1728 publicou o trabalho Flores
geométricas, que dedicou & condessa Clelia Borromeo, no qual define a curva clélia,
que ndo é mais do que uma espiral esférica; em termos matematicos, é a curva
descrita por um ponto M de um meridiano de uma esfera quando ela se desloca a
velocidade constante nw sobre esse meridiano e a esfera gira em torno do seu eixo
a velocidade constante w; em termos intuitivos, & a curva que se obtém quando se
descasca uma laranja... Para tras ficaram cinco anos de estudo, sobretudo de
curvas a que deu o nome de Rhodonea, por serem parecidas com rosas; por vezes,
séo referidas como Rosdceas de Grandi. Estas rosas séo definidas em coordenadas
polares por r = asen(kf): apresentam um ndimero infinito de pétalas se k é um
numero irracional, k ou 2k pétalas, consoante k é impar ou par e s&o a projec¢éo no
plano zOy de curvas clélias. A sobreposicéo de algumas dessas roséaceas produz
efeitos visuais de extrema beleza. E para k = 2 que a Rhodonea, merece a
classificagéo de quadrifolium e para k = 3, de trifolium.

Ainda que aparentemente fora do contexto, cabe aqui referir que Grandi, em 1701,
também estudou uma outra curva, a loxodrémica cénica, curva que corta as
geratrizes de um cone de revolugdo segundo o mesmo angulo. Esta referéncia tem
alguma pertinéncia, uma vez que cerca de duzentos anos antes, Pedro Nunes
(cosmografo real desde 1529) e, posteriormente professor de matematica na
Universidade de Coimbra, apesar de bacharel em Filosofia £ Medicina) tinha
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apresentado pela primeira vez a ideia de curvas loxodrémicas, no pequeno tratado
intitulado Tratado em defensdo da Carta de Marear, incluido na traducédo do Tratado
da esfera de autoria de Jodo Sacrobosco, obra essa impressa em 1537. Um bom
dicionério informara que loxodromia é, enquanto termo ndutico, a curva descrita por
um navio que segue constantemente o mesmo rumo do vento, isto €, cortando
todos os meridianos sob um angulo constante; mas enquanto termo de Geometria, ja
se refere a curva tragada sobre uma esfera, de maneira a cortar segundo o mesmo
angulo todos os meridianos. Resta, agora, conferir as duas definicées e averiguar
se, eventualmete, as clélias criadas por Grandi ndo s&o mais do que curvas
loxodrémicas definidas por Pedro Nunes.

As trocéides

A palavra trocéide deriva de um vocébulo grego que significa rolar. Desse ponto de
vista, e apesar de Blaise Pascal (1623—1662) a ter usado para denominar a curva
que conhecemos como cicldide (curva descrita por um ponto de uma circunferéncia
que rola sem deslizar mantendo-se tangente a uma recta), serdo trocéides todas as
curvas que se obtém como lugares geométricos de pontos que se mantém lligados
rigidamente ao centro de uma circunferéncia enquanto esta rola mantendo-se
tangente a rectas ou curvas sem deslizar, curvas abertas ou fechadas, por dentro
ou por fora dessas curvas. Esta familia admite duas sub-familias, consoante a
circunferéncia que rola se encontra no exterior ou no interior da circunferéncia fixa:
a epitrocdide e a hipotrocéide. As curvas geradas por pontos da circunferéncia que
se deslocam nas condigbes descritas para as trocdides, chamam-se epicicléides ou
hipocicldides, consoante a circunferéncia roda no plano exterior da circunferéncia
fixa, ou no seu interior. Dai a designag&o de epicicléide alongada ou epicicléide
encurtada para as epitrocoéides geradas por pontos cuja distancia ao centro da
circunferéncia mével é maior ou menor que o raio, respectivamente. Idéntica
discusséo merecera o par hipotrocoide/hipocicldide: dispensamo-nos de a
apresentar.

As coordenadas paramétricas de um ponto da epitrocéide gerada pelo movimento
de um ponto a distancia d = |k|r do centro da circunferéncia que rola, de raio r,
apoiada numa circunferéncia, de raio R, na hipétese de R = nr, séo dadas por

r(n + 1)cos(t) — kcos[(n + 1)t]
r(n + 1)sen(t) — ksen[(n + 1)t]

com |k| < r: positivo para epicicloide encurtada e negativo para epicicldide
alongada. Para obter as coordenadas de um ponto da hipotrocoide gerada pelo
movimento de um ponto & distancia d = kr do centro da circunferéncia que rola, de
raio r, apoiada numa circunferéncia fixa, de raio R, na hipotese de R = nr,
recorremos a

z = r(n—1)cos(t) — kcos[(n — 1)i]
y = r(n—1)sen(t) — ksen[(n — 1)¢]

com k < 1 para a hipocicldide encurtada e k > 1 para a hipocicléide alongada.

Epitrocdides e aranhas

Direr (1471—1528) era ainda muito jovem quando aprendeu com o seu pai a arte
de ourivesaria e joelharia, a par da sua escolarizagéo. Aos quinze anos comegou a
trabalhar como aprendiz de pintura e gravagdo em madeira com um famoso artista
(Michael Wolgemut) que produzia pecas para altares. Depois de uma longa
digresséo, de resto recomendada pelo seu professor para adquirir a experiéncia em
contacto com outros artistas, Durer regressou em 1495 & sua cidade natal,
Nuremberga, acabando por ali tomar conhecimento do interesse que os trabalhos
matematicos de Paccioli e Leonardo da Vinci tinham para a arte. Inicia, a partir
desta data, os seus estudos matematicos; o seu particular interesse na teoria da
proporgéo, viria a reflectir-se nos seus trabalhos artisticos a partir de 1500, a ponto
de estudar com régua e compasso a construcao de figuras antes de proceder & sua
gravagao. /
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Além das obras de arte produzidas, Diirer escreveu, também, livros de matematica,
deixando um deles ainda em fase de provas, o Tratado das proporcées, e que é hoje
considerado o mais importante de todos os que escreveu. Num outro, publicado
em 1525 e intitulado Instrucdo em medicées com compasso e régua, descreve a
construg@o de varias curvas, nomeadamente a muschellini, & qual nos referiremos
adiante e uma outra, hoje conhecida por aranha de Diirer. Para construir a sua
aranha, Diirer procedeu do seguinte modo:

e dividiu a circunferéncia em 12 partes geometricamente iguais, numerando-as
no sentido horério;

e no extremo desses 12 raios tragou segmentos de recta geometricamente
iguais de modo que, em cada ponto de diviséo, o segmento de recta ficasse
paralelo ao raio cujo ponto de diviséo era o dobro daquele em que esse raio
estava a ser tragado (ou seja: no pontos 1, o segmento era paralelo ao raio 2,
no ponto 2, ao 4, no ponto 3 ao 6, no ponto 4 ao 8, ..).

O conjunto dos extremos dos segmentos de recta assim construidos é a dita curva.
Ora uma epicicldide alongada gerada na condigéo de ambas as circunferéncias — a
movel e a fixa — serem geometricamente iguais apresenta as mesmas
caracteristicas da aranha de Direr; escolhendo adequadamente as constantes
exigidas em ambas as construgdes, obtém-se curvas geometricamente iguais.

Na figura junta estéo representadas varias aranhas — a cada cor corresponde uma
aranha de Diirer — todas elas geradas a partir do mesmo par de circunferéncias
mas por pontos situados a diferentes distancias do centro da circunferéncia mével
ou usando uma s6 circunferéncia e diversos valores para a constante, consoante o
processo adoptado para a sua construgéo. Direr é considerado um dos
percursores do estudo dos movimentos do plano sobre o plano, atribuido a Besant
e datado de 1869. Acresce dizer que, para valores adequados das trés constantes
requeridas para a construgéo de uma epitrocéide — raio da circunferéncia fixa, raio
da circunferéncia mével e distancia do ponto ao centro desta — resulta uma
rosécea de Grandi.

Epicicléides, cardidides e nefréides

Interpretado a letra, epicicloide significa em forma de epiciclo. O dicionario
recentemente publicado pela Academia das Ciéncias de Lisboa, d4 o seguinte
significado de "epiciclo": Circulo imagindrio que, nos sistemas cosmoldgicos de
Ptolomeu, se julgava descrito por um planeta, enquanto o centro deste circulo
descrevia um outro em torno da Terra. Contudo, Thomas Heath afirma que
Ptolomeu (c.857—c. 1657) se baseia largamente em Hiparco (180—125 a.C.) e da
lista de pontos de contacto entre ambas as obras, consta, por exemplo, a teoria
dos epiciclos: somos, assim, levados a concluir que ja antes da era cristd os
astrénomos se preocupavam com figuras a que davam o nome de epiciclos e com
grande ligagéo & natureza — o movimento dos planetas.

As epicicldides ndo sao mais do que curvas planas descritas por um ponto da
circunferéncia quando esta rola, externamente e sem deslizar, sobre uma outra
circunferéncia fixa, de modo que ambas as circunferéncias se encontrem no
mesmo plano e se mantenham constantemente tangentes. Embora o enunciado
pareca ligeiramente diferente do anterior, temos difinigbes equivalentes: se na
definicéo do tempo de Ptolomeu subtrairmos o raio do epiciclo ao raio do circulo
deferente, isto €, aquele que ¢ descrito pelo centro do epiciclo, temos o raio da
circunferéncia fixa da segunda definigéo.

Fazendo k = r na defini¢éo paramétrica da epitrocéide e utilizando os cédigos ai
estipulados, as coordenadas paramétricas de um ponto da epicicldide, sdo dados
por

z = r(n+ 1)cos(t) — rcos[(n + 1)¢]

y = r(n+ 1)sen(t) — rsen[(n + 1)t]

Como se pode verificar, se n € um niimero irracional, teremos uma epicicloide
aberta, ao contréario do que se passa quando n é um nimero racional ndo inteiro:

Educagéo e Matemética n° 64  Setembro/Outubro de 2001




H

|
i

i
|
|
|
I
{
I
I

¢

68

C
/

independentemente do nimero de voltas que a circunferéncia mével tenha que dar,
obtém-se uma epicicloide fechada. Dentro das que fecham, ha belas roséaceas.

Quando o raio da circunferéncia fixa é duplo do raio da circunferéncia mével, a
epicicléide gerada chama-se nefréide, palavra que significa em forma de rim. A
nefréide tem para comprimento 24r (representando, ainda, por r o comprimento do
raio da circunferéncia mével) e limita uma area de 127r2. Huygens (1629—1695),
em 1690, e o matematico e astrénomo inglés Airy (1801—1892), em 1838,
apresentaram resultados relacionados com a nefréide; contudo, o seu nome data
de 1878 e é da responsabilidade do matematico britéanico Proctor (1837—1888).

Recorrendo a circunferéncias geometricamente iguais, a figura descrita pelo ponto
da circunferéncia que rola sem deslizar chama-se cardidide.

O nome de cardidide, que provém do grego kardia e significa em forma de coracdo,
surgiu pela primeira vez em 1741, num artigo publicado em Philosophical
Transactions of the Royal Society e assinado por Castillon (1704—1791), um
matemético e astrébnomo nascido em ltélia, onde estudou antes de partir para a
Suica e, depois, para a Alemanha, onde veio a falecer. Na sua carreira constam os
cargos de reitor da Universidade de Utrecht (1755) e de Astrénomo Real no
Observatorio de Berlim (1765).

A cardidide ja tinha motivado alguns estudos anteriormente a esta data. Vaumesle
comunicou a Huygens os resultados das suas pesquisas efectuadas em 1678
sobre o comprimento da cardidide e a érea limitada por ela. Em 1708, Phillipe de La
Hire (1640—1718) identificou-a como um caso particular do caracol de Pascal e
atribuiu-lhe um comprimento igual a 16 vezes o comprimento do raio da
circunferéncia, relagdo hoje confirmada. Porém, o primeiro estudo sobre esta curva
poderd ter sido levado a cabo pelo astronomo Ole Romer, em 1674, motivado pelo
interesse em melhorar as formas utilizadas nas rodas dentadas, provavelmente
com vista a uma optimizagdo das engrenagens de que o seu trabalho dependia.
Hoje sabe-se, também, que a cardidide delimita uma area equivalente a 6 circulos
base. Este e outros resultados constam de uma tese publicada em 1900, por M.
Archibal: A cardidide e algumas curvas relacionadas com ela. A cardidide é a curva
que pertence a mais familias; a seguir, vem a lemniscata de Bernoulli.

Hipocicléides e a Mosca de La Hire

Philippe de La Hire (1640—1718), arquitecto, astrénomo e pintor, nascido em
Franca, deixou entre outros, um trabalho sobre epicicldides (1694) e outro sobre
concdides (1708); além disso, mostrou a utilidade das concoides em engrenagens
e na transmisséo de movimento.

Associado ao seu nome, temos um resultado conhecido como Mosca de La Hire:
todo o ponto (uma mosca, por exemplo) de uma circunferéncia de raio r que role
sem deslizar no interior de uma outra circunferéncia de raio 2r, mantendo-se-lhe
tangente, descreve um didmetro desta.

As condi¢cbes de movimento agora descritas diferem das que definem a epicicléide
apenas na posigéo relativa das duas circunferéncias — antes eram tangentes
exteriores, agora pretendem-se tangentes interiores; antes tinhamos uma
epicicldide, agora temos uma hipocicléide.

Ora no caso particular da relagéo estabelecida entre ambos os raios, um o dobro
do outro, temos uma recta, a tal que suporta a trajectéria da mosca de La Hire, que
mais ndo é do que uma hipocicldide degenerada. De resto, qualquer que seja a
distancia do ponto gerador da curva ao centro da circunferéncia mavel, desde que a
relagdo entre os raios das circunferéncias seja o estipulado, a figura descrita é uma
elipse.

La Hire valeu-se da natureza, ndo para nomear um resultado como é visivel noutras
secgdes, mas para esclarecer ou dar aplicabilidade ao seu modelo.

As concéides e o caracol de Pascal

As concdides séo curvas com dois ramos, geradas a partir de uma linha qualquer, c,

de uma constante k e de um ponto, O. Seja P um ponto da linha ¢ e Q o ponto
/
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marcado na recta OP a distancia dada, k, desse ponto P: o conjunto dos pontos @Q,
obtidos & medida que P se desloca na linha, chama-se concéide da linha ¢ de polo /\
O e constante k. Como em cada recta existem dois pontos igualmente afastados

de um outro ponto dessa mesma recta, esta definigdo da, de facto, origem a uma c
curva com dois ramos. Em coordenadas polares, as concdides da recta tém para
definico r = k + a/cos(8), onde a representa a distancia do pélo a recta. g

A palavra concéide significa em forma de concha. Nicomedes, matematico grego
(c. 280—c. 210 a.C.) ficou com o seu nome associado a uma concdide, conhecida
também por concdide da recta, talvez a mais antiga de todas as que chegaram aos
nossos dias. Para a obter, e tal como o nome indica, recorreu a uma recta — que é
a assimptota a ambos os ramos da concéide — e um ponto exterior a essa recta.
Com essa concdide pretendeu resolver dois dos mais importantes problemas da
antiguidade: a duplicagdo do cubo e a trissec¢éo do angulo.

Utilizando uma circunferéncia e um ponto sobre ela, e procedendo como indicado
anteriormente, obteremos a concéide da circunferéncia, assim designada na
antiguidade, hoje conhecida por caracol de Pascal. Foi Roberval quem, em 1650,
propds que o nome de Etienne Pascal (1588—1651), pai de Blaise Pascal, ficasse
eternamente ligado a esta curva, homenageando desse modo aquele que a tinha
estudado de um modo téo exaustivo. H& autores que identificam a curva designada
por caracol de Pascal com a aranha de Diirer. O tratamento em coordenadas
paramétricas da linha obtida pelo processo de Durer, permite concluir que,
utilizando uma circunferéncia de raio k e constante igual a a/2, se obtém a relagéo

r =k 4+ acos(§)

precisamente a relagio que resulta quando se trata de igual modo analitico & linha
gerada pelo processo da concédide a custa de uma circunferéncia de didmetro a e
da constante k. Philippe de La Hire reconheceu que a concéide gerada quando

k = a, é uma cardidide; isto equivale a definir a cardidide como um caracol de
Pascal no qual a constante é a medida do raio da circunferéncia.

)

Independentemente da construgéo utilizada, Pascal e Nicomedes nao foram os
unicos a estudar concdides e nem sé de rectas ou de circunferéncias se definem
concdides: existem, por exemplo, concdides de roséaceas.

René de Sluze (1622—1685) nasceu na Bélgica e frequentou a Universidade de
Lovaina durante quatro anos; ja graduado em leis, estudou linguas, matematica e
astronomia em Roma. Depois de ser ordenado sacerdote, atingiu o cargo de
conselheiro do Bispo de Liége; aos 44 anos, foi nomeado abade de Amay. Entre os
muitos trabalhos de matemética que produziu, construiu em 1662 uma curva
denominada concdide de Sluze.

Cabe aqui, completar uma referéncia a Durer: a sua muschellini. Ela é gerada pelos
extremos de um segmento de recta que se desloca de modo a que dois
determinados pontos se mantenham sobre os eixos coordenados.

As ovais

As ovais s&o curvas descritas por pontos cuja posigéo esta relacionada com dois

pontos fixos. Ao longo de vérios anos, embora variando a perspectiva, todos os

planos curriculares desenhados em Portugal incluiam, na disciplina de Matematica,

o estudo de uma delas, a elipse. Porém, fixadas outras exigéncias sobre a distancia

a dois pontos fixos, nasce uma familia a qual a elipse pertence.

Ovais de Descartes

Representando por r e 7’ a distancia de um ponto P a dois pontos fixos, e pora e b
dois nimeros reais ndo nulos, e por k uma constante, a oval da Descartes sera
constituida pelos pontos do plano cujas distancias cumprem a seguinte relagdo:

ar +br' = k.
Estas curvas foram introduzidas por Descartes numa das obras — Dioptrique — na

qual ocupam um lugar de relevo. Escolhendo na definigéo 7 = 7/, reconhecemos de
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imediato a condigao definidora da elipse para a qual apenas falta relacionar a soma
constante com a distancia entre os pontos fixos; e tomando r e r’ simétricos um do
outro, e igual precaugéo, j& se obtém a definigdo usual da hipérbole.

Matematicamente, podemos procurar transformar a expresséo geral definidora
destas curvas. Tomando para centro o ponto O, ponto médio do segmento de
recta definido pelos dois pontos fixos, para eixo a semi recta de origem em O que
passa num desses pontos e para unidade de medida metade da disténcia entre
esses pontos fixos, no sistema de coordenadas polares assim caracterizado, a
definigdo bipolar dada converte-se em

(r')? = r® + 4 — 4rcos(h)

Féacil é verificar que, escolhidos adequadamente os valores de r e de r/, desta
relagcdo saem as definicbes usuais da elipse e da hipérbole: basta escolher

r+r' =3 er—r =1, respectivamente. Curiosamente, além de uma curva
fechada e de uma curva aberta, também é possivel obter a partir destas ovais uma
curva fechada com dois ramos: fazendo 2r + ' = 4 obtém-se, precisamente, um
caracol de Pascal.

Ovais, ovos, amendoins, meloes

Noticias recentes, informavam sobre as tempestades de Jupiter filmadas pela
sonda de Cassini. A imagem e semelhanca da designacéo de uma outra sonda,
sonda de Galileu, também Cassini € um nome ligado & Astronomia, em particular ao
movimento dos astros, e diz respeito a dois astrénomos, pai e filho, Jean
Dominique (1625—1712) e Jacques (1677—1756), respectivamente. Jean
Dominique, natural de Itélia, onde estudou, viria a falecer em Paris, ja naturalizado
francés, para onde se tinha deslocado aos 44 anos a convite do rei Luis XIV. Ainda
em ltélia, foi professor de Astronomia na universidade de Bolonha e ha
conhecimento de uma publicagdo sobre a observagéo de um cometa, efectuada no
observatério de Panzano. Ja em Franga, foi director do Observatério de Paris,
tendo sido o primeiro astrénomo a observar as quatro luas de Saturno.

Adepto da teoria geocéntrica, Jean Dominique Cassini pensava que o Sol se
deslocava descrevendo uma oval da qual a Terra ocupava um dos focos. Essa oval,
hoje conhecida como oval de Cassini, é definida como o lugar geométrico dos
pontos do plano cujas disténcias a dois pontos fixos tém produto constante. O
facto desta defini¢édo se obter da definicéo de elipse apenas por substituicéo de
"soma" por "produto’, justifica que também seja conhecida, também, por elipse de
Cassini. Designando por 2a a distancia entre os dois pontos de referéncia e por k?
a constante, a equacéo cartesiana da oval de Cassini é

(2% + 1) ~ 2% (z° = y?) + o — k' = 0.

Consoante a relagéo de grandeza entre a e k, estas curvas s&o formadas por um s6
arco (a < k) ou por dois arcos afastados (¢ > k) ou com um ponto comum (g = k).
Neste Ultimo caso, tem a forma conhecida como Lemniscata de Bernoulli, curva que
Jacob Bernoullie (1654—1705), matematico suico de uma familia com numerosos
mateméaticos, deu a conhecer em 1694 num artigo publicado em Acta Eruditorumon,
sem que tivesse feito qualquer ligagdo aos trabalhos de Cassini; como tinha a
forma de um oito ou de um lago feito com uma fita, atribuiu-lhe o nome latino de

I\ ~ Lemniscus. A relagdo entre as duas curvas levou 100 anos a ser estabelecida e

para ela terdo contribuido os trabalhos de Giovanni Fangano (em 1750) e de Euler
(em 1751). Esta familia de curvas pode ser obtida por secgbes planas do toro: um
plano paralelo ao eixo do toro que se desloque a partir do centro do mesmo, vai
dando, sucessivamente, os trés membros desta familia. Quando Cassini estudou
estas curvas, por certo ndo imaginaria que elas algum dia viessem a ser associadas
a meldes, amendoins e ovos. Mas assim aconteceu: as figuras que se obtém por
rotagéo, em torno do seu eixo, das ovais de Cassini definidas quandoa < k,a=ke
a > k foram baptizadas respectivamente como meldo, amendoim e ovo.
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As espirais e a concha do Nautilus

Em termos nao especificos, podemos afirmar que uma espiral € uma curva que
enrola e foge: o ponto que a descreve roda em volta de um outro ponto, O,
afastando-se simultaneamente desse ponto. Matematicamente, séo curvas planas
cuja definigao analitica em coordenadas polares é do tipo » = f(t), em que f é uma
funcéo estritamente monétona. Entre os varios matematicos que as estudaram
encontram-se Arquimedes (287—212 a.C.), Pierre de Fermat, Jacob Bernoulli e
Pierre Varignon (1654—1722). As espirais estudadas por estes quatro
mateméticos sao definidas por fungdes de tipos diferentes, consequentemente,
com caracteristicas diferentes: a primeira é dita uma espiral linear (r = at, a # 0,
a # 1), a segunda, parabdlica (r? = at, a # 0, t > 0), a terceira, logaritmica (r = a?,
a >0, a # 1), e a quarta, hiperbdlica (r = a/t, a # 0).

Frequentemente se tem associado a espiral de Benoulli & concha de um cefalépode
existente a cerca de 100 metros de profundidade na zona indo-pacifica (onde desce
a grandes profundidades), alias a Unica espécie dessa familia que ainda néo se
libertou da concha. H& também quem a associe a um outro cefalopede, o amonite,
que, ao contrério do que acontece com o nautilo, se da como desaparecido desde
o periodo Cretécio superior, mas cuja concha ainda € observavel através de belos
fosseis (este cefaldpode tera surgido no periodo Devénico inferior, o que significa
que existiu durante cerca de 350 milhées de anos e atravessou duas eras
geoldgicas). Segundo alguns bidlogos, a ordem a que pertencem os amonites, a
Amondidea, diverge da ordem hoje representada pelo nautilo, a Nautildidea (que
apareceu no periodo Cambrico, portanto cerca de 570 milhées de anos a.C.), o que
justifica ndo so as analogias como eventuais diferencas resultantes, também, da
evolugéo animal. Em ambos os casos, as conchas depois de seccionadas,
apresentam esta particularidade: estéo divididas em compartimentos cujas
divisdrias seguem uma espiral de Bernoulli.

PS1: Os exemplos apresentados pretendem ilustrar a ajuda que a natureza tem
dado aos matematicos, por vezes apenas para nomear ou ajudar a comunicar
resultados. Entretanto no campo da modelagéo, encontraremos outro tipo de
relagédo: estaremos no espaco em que a Matemética podera ajudar a interpretar
funcional e quantitativamente a Natureza; entéo, sera ai que o Homem podera
retribuir & Natureza a ajuda prestada até agora, fornecendo resultados que bem
interpretados e melhor aplicados contribuirdo para a sua protecgéo e conservagao.

PS2: Alincluséo de leis matemaéticas é intencional. Uma simples calculadora gréfica
permite facilmente visualizar as curvas referidas tomando a variavel diferentes
intervalos e constatar as consequéncias desses ensaios (dai, também, a auséncia
de dominio na maioria delas!. Por seu lado, aplicagdes de Geometria Dindmica,
nomeadamente The Geometer's Sketchpad ou o Cabri, permitem a geragdo das
curvas a partir das definicbes de carécter geométrico dadas, a verificagdo das
medidas fornecidas ou o estudo das suas propriedades.
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