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Introdugao

O Homem & um voraz perguntador, a sede do conhecimento faz parte da sua
natureza. Essa curiosidade produz conhecimentos que podem ser aplicados em
proveito préprio. Mas o inverso também ¢é verdadeiro, a necessidade de aplicacao
leva & procura do indispensével conhecimento. Este circulo virtuoso ajuda a
compreender como esta caracteristica foi seleccionada ao longo da evolugio
(natural) e como o sucesso e a marca do Homem, mais do que em qualquer outra
espécie, estéo indissociavelmente ligados a esse espirito inquiridor e & inteligéncia
que lhe esta associada. A Matematica evoluiu (culturalmente) de forma
semelhante, alimentada pela sede de conhecimento da prépria Matemética e pela
utilidade desse conhecimento para a compreenséo das outras Ciéncias. Ha uma
clara simbiose entre a Matematica e as diversas Ciéncias que dela fazem uso. A
Biologia n&o é excepgao.

Desde como crescem e se extinguem populagdes de seres vivos, interagindo entre
si e com outras populagbes de presas ou predadores, de parasitas ou simbiontes,
como se propaga uma epidemia, como evolui a estrutura demogréfica e genética de
uma populagéo, como decorrem os fenémenos fisiolégicos num organismo, como
se desenvolve um ser vivo complexo com érgéos diferenciados a partir de uma
unica célula inicial até ao estudo do funcionamento de redes neuronais ou mais
ambiciosamente de um cérebro, tudo isso requer hoje a utilizacdo de modelos e
métodos matematicos. Como também a prépria experimentagéo cientifica e a
pesquisa sobre os fenémenos da natureza, desde a sequenciagéo do ADN &
caracterizagéo de um ecosistema, requerem metodologias matematicas e
estatisticas.

Sem a Matematica, o conhecimento do mundo biolégico seria hoje muito limitado e
importantes aplicagbes desse conhecimento, desde a preservagéo e conservagéo
de espécies e ecosistemas, & exploragdo racional dos recursos naturais, &
organizagéo dos sistemas escolares e de seguranca social (tendo em conta a
evolugéo demogréfica das populagdes humanas), & prevencédo e combate a
doengas e a epidemias, estariam fora do nosso alcance.
Reciprocamente, a Biologia tem sido o impulso motivador do desenvolvimento de
varios métodos e teorias matematicas. Considero que ¢ (til que quem estuda ou
ensina Matematica conhega, para além dos tradicionais exemplos de aplicacdo em
Fisica ou em Economia, um pouco das aplicagdes bioldgicas da Matematica, tanto
mais que estas tiveram um extraordinario desenvolvimento no século recentemente
terminado e té-lo-&o ainda mais no que ora se iniciou, com proveito para a Biologia
e para a Matemética e outras Ciéncias e com utilidade para a melhoria da qualidade
de vida.

Num pequeno artigo como este n&o seria obviamente possivel seno falar de
algumas das aplicagées fnais simples. Para o leitor interessado, a pequena
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Figura 1. Populagéo de Paramecium Cauda-
tum; dados das experiéncias de Gause (+)
e ajustamento do modelo N(t) = N(0)e"
com r = 1.04/diae N(0) = 2ind./ml
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bibliografia apresentada serd um ponto de partida para a exploragdo deste vasto
campo de aplicagéo da Matematica, hoje objecto de uma imensa bibliografia e
muito activo em termos de investigagéo.

Crescimento populacional

O exemplo mais simples seria o de uma populacéo de seres vivos crescendo sem
limitagdes alimentares ou territoriais num ambiente constante e sem migragdes.
Seja N (t) o tamanho da populagéo no instante ¢. O tamanho pode ser medido pelo
numero de individuos, pela biomassa ou pela densidade da populagéo, conforme
seja mais conveniente.

Suponhamos que a reproducéo pode ocorrer continuamente no tempo. Cada
individuo, num pequeno intervalo de tempo At, tem uma prole média de
aproximadamente fAt individuos, onde f é a taxa de natalidade (nimero médio de
filhos de um individuo por unidade de tempo). Ha que ter cuidado nas contas
quando a reprodugéo é sexual, pois, por cada descendente que um individuo tenha,
s6 metade lhe deve ser atribuida, devendo a outra metade ser atribuida ao outro
progenitor. Naquele intervalo, nascerdo em média aproximadamente fAtN (t)
individuos.

No mesmo intervalo de tempo, a probabilidade de um individuo morrer sera
aproximadamente mAt, onde m é a taxa de mortalidade, pelo que morrerdo em
média aproximadamente mA¢N (t) individuos. A populagdo no instante ¢t + At,

N(t + At), seré entédo aproximadamente

N(t) + fAEN(E) — mAEN(E) = (1 + r) AN (),

com r = f —m (taxa de crescimento), isto €, obtém-se do valor no instante ¢
multiplicando-o por uma constante. E a traducéo matematica do ditame "Crescei e
multiplicai-vos". Se r > 0, a populagéo cresce, se r < 0, a populagdo decresce e,
se r = 0, a populacdo mantém-se.

A taxa média de crescimento da populagéo no intervalo |t, ¢ + At],

(N(t+ At) — N(t))/ At sera aproximadamente rN (t). Fazendo At — 0, obtemos a
derivada dN (t)/dt = rN(t), que diz que a taxa instanténea de crescimento da
populacéo é proporcional ao tamanho da populagéo, sendo r a constante de
proporcionalidade. Pode obter-se a solugéo desta equagéo diferencial. Usando a
nova variavel Y (t) = In(N(t)/N(0)) e as regras de derivagéo da fungdo composta,
vemos que dY (t)/dt = (dN(t)/dt)/N(t) = r, isto é, a constante 7 é a taxa
instantanea de crescimento per capita (taxa instantanea de crescimento da
populagéo dividida pelo tamanho da populagéo). Daqui resulta que

Y (t) = rt + constante. Como Y (0) = 0, a constante & nula, pelo que Y (t) = rt,
donde se conclui que o crescimento da populagéo é exponencial ou malthusiano
N(t) = N(0)e™ (se discretizarmos o tempo, temos uma progresséo geométrica
para o crescimento da populagéo, conforme Malthus indicava).

Se bem que trivial para o Professor de Matematica, este exemplo de aplicagdo do
conceito de derivada e das regras de derivagdo poderé néo ser propriamente t&o
trivial para o aluno, mas, rodeado das devidas cautelas, permitira ao aluno ver a
construgdo de um modelo matematico e a sua utilizagéo para efeitos de previséo.
O mesmo modelo matematico se aplica exactamente a um capital sujeito
continuamente a juros compostos, com a diferenga que N (t) representa o capital
no instante ¢, f é a taxa instantinea de juro e m = 0. N&o confundir f com as taxas
de juros publicitadas de depositos, que sdo compostos discretamente e ndo
continuamente no tempo, embora, se o prazo de depdsito for curto, os valores
pouco difiram. J& agora, como exemplo, qual serd melhor para um depésito a
prazo, um depdsito a um ano com taxa de juro de 6,1% ao ano ou um depodsito a
um més com taxa de juro de 6% ao ano? Devido & retengéo de 20% dos juros para
IRS, a taxa de juro liquida é de (6,1% ao ano)x0,8=4,88% ao ano e de (6% ao
ano)x0,8=4,8% ao ano, respectivamente. Ao fim de um ano, o capital do primeiro &
N(1) = N(0) x (1+0.0488/1)! = 1.0488N(0) e o do segundo é

N(1) = N(0) x (1+0.048/12)2 ~ 1,0491N(0). Nem sempre o que parece é. Se o
juro fosse composto continuamente com taxa instantanea (liquida de IRS) de 4,8%
ao ano, o capital ao fim de um ano seria N(0)ef-%48%! ~ 1.0492N(0).
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Na Figura 1 apresentamos a evolugéo ao longo do temgo da densidade (por mililitro
de cultura) de uma populagéo de Paramecium Caudatum em meio de cultura se o
modelo de crescimento fosse malthusiano e a taxa instantanea de crescimento
fosse r = 1.04/dia, indicando ainda os valores observados nas experiéncias de
Gause (1934).

Claramente, se o ajustamento é razodvel para os primeiros dias, é ébvio que o
crescimento deixou, a partir dai, de ser exponencial, possivelmente pela caréncia
de alimento suficiente no meio de cultura para sustentar tal aumento de populagéo.
O modelo logistico considera que a taxa de crescimento per capita, em lugar de ser
constante como no modelo malthusiano, diminui linearmente com o aumento da
populagdo atendendo a competigéo por alimento ou territdrio, a qual provoca a
redugdo da taxa de natalidade e/ou 0 aumento da taxa de mortalidade. Isto &,
supde-se que

dN(t)
v L) (-4)

com K > 0. Vamos supor que r > 0. Repare-se que, se a populagédo N(t) é
pequena, obtém-se aproximadamente o valor r anterior, a chamada taxa intrinseca
de crescimento (a taxa potencial se ndo houvesse limitagdes alimentares ou
territoriais).

A medida que a populag@o aumenta, a taxa de crescimento per capita diminui,
tornando-se nula quando a populagéo atinge o tamanho K. Quando tal sucede, a
populagéo néo tende nem a crescer nem a decrescer, estando em equilibrio. Para
tamanhos da populagéo maiores que K a taxa € negativa, pelo que a populagéo
diminui, aproximando-se de K. Para tamanhos da populag&o menores que K a taxa
é positiva, pelo que a populagdo aumenta, aproximando-se de K. Este valor de
equilibrio K para o qual o tamanho da populagdo converge é a chamada capacidade
de sustento do meio.

A Figura 2 compara a taxa de crescimento per capita dos modelos malthusiano e
logistico. A Figura 3 apresenta o ajustamento do modelo logistico aos dados de
Gause referidos atrés. Para tal foi preciso resolver a equagéo diferencial

dN(t)/dt = rN(t)(1 — N(t)/K). Note-se que, pondo Z(t) = e" K/N(t), vem
dZ(t)/dt = re™, donde Z(t) = e + constante e, como Z(0) = K/N(0), a
constante é K/N(0) —1e Z(t) = e + K/N(0) — 1. Logo

K
NO = mNo — e

Claro que a realidade e o modelo (mera aproximagéo da realidade) ndo coincidem;
h& oscilagdes um tanto ou quanto aleatérias que o modelo néo contempla. A
natureza é um pouco mais complexa que os modelos relativamente simples que
utilizamos.

Pesca
Consideremos uma populagéo crescendo de acordo com o modelo logistico
dN(t) N(t)

comr > 0e K > 0. Se estiver sujeita a pesca com regras fixas e uma frota de
pesca com tamanho e caracteristicas fixas, pesca-se tanto mais por unidade de
tempo quanto mais peixe houver, isto €, a taxa de capturas sera proporcional ao
tamanho da populagéo. Obtemos entédo o modelo

5 _ALI{@) O EN(t)a

onde a constante de proporcionalidade E > 0 (esforgo "liquido” de pesca) depende
do tamanho e caracteristicas da frota e das regras. A taxa de crescimento da
populagéo dN/dt &, como fungéo do tamanho da populagéo N, a diferenca entre a

dN(t)

= rN(t) (1

(dN/dt)/N

modelo malthusiano

modelo logistico

0 KENU N

Figura 2. Comparagéo da taxa de cresci-
mento per capita entre os modelos malthu-
siano e logistico,
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Figura 3. Populaggo de Paramecium Cauda- |

tum; dados das experiéncias de Gause (+)
e ajustamento do modelo logistico com r =
1.04/dia, K = 56.5ind./mle N(0) = 2ind./ml
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Figura 4. Taxa de crescimento natural da
populagéo (a cheio) e taxas de capturas (a
tracejado) para um esforco E; o esforgo 6p-
timo Egy. = r/2 corresponderia & recta (ndo
desenhada) que passa pela origem e pelo
pico da curva a cheio (ponto de coordenadas
(K/2,M8Y)
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taxa natural de crescimento 7N (1 — N/K) (a cheio na Figura 4) e a taxa de
capturas EN (a tracejado na Figura 4). Se o esforgo E for superior ou igual & taxa
intrinseca de crescimento r, vé-se que a recta da taxa de capturas estd, em N = 0,
por cima da tangente a curva da taxa natural de crescimento, pelo que a taxa de
capturas excede sempre a taxa natural de crescimento; dai resulta que a taxa de
crescimento da populagéo dN/dt é sempre negativa e a populagéo ira decrescer
até se extinguir. Admitamos pois que o esforco de pesca E é inferior a r. Temos
um ponto de equilibrio N*, onde a taxa de crescimento natural e a taxa de capturas
séo iguais. E facil ver que esse equilibrio é estével (usamos aqui o termo no sentido
mais estrito de assintoticamente estével), isto €, qualquer pequena perturbagdo que
desvie o tamanho da populagéo do valor de equilibrio, é seguida de um movimento
de retorno com convergéncia para o valor de equilibrio. Com efeito, se a
perturbagéo tornar a populagéo ligeiramente maior que N*, verificamos que a taxa
de crescimento da populagéo se torna negativa (a taxa de crescimento natural é
menor que a taxa de capturas) e a populagéo decresce até voltar a atingir o
equilibrio N*. Se a perturbag&o tornar o tamanho da populagéo menor que N*, a
taxa de crescimento da populagéo torna-se positiva e a populagéo iré crescer até
retomar o valor de equilibrio N*. O leitor pode constatar que hé ainda outro ponto
de equilibrio correspondente & extingcédo da populagao (tamanho da populagéo igual
a zero), mas néo é estéavel (qualquer pequeno desvio, devido, por exemplo, a
chegada de alguns imigrantes, sera seguido de crescimento da populagéo e
afastamento desse equilibrio). A estabilidade do equilibrio é importante porque ha
sempre pequenas perturbagdes na natureza e, consequentemente, os Unicos
equilibrios duradouros s&o os estaveis.

Com esta politica de pesca, obtemos uma populagéo de equilibrio estavel

N* = K(1 — E/r). A taxa de capturas (por unidade de tempo) em situacédo de
equilibrio é entdo EN* = EK(1 — E/r). Como podemos tornar méxima esta taxa
de capturas? Notemos que, em equilibrio, a taxa de capturas tem de ser igual &
taxa de crescimento natural, pelo que basta ver onde esta é maxima. A taxa de
crescimento natural N (1 — N/K) é uma parabola e toma o seu valor maximo
(conhecido por maximum sustainable yield ou MSY na literatura sobre pescas)

MSY = rK /4 quando a populagéo tem o tamanho N = K/2. Logo, o valor éptimo
da taxa de capturas em equilibrio é MSY = rK/4 e a correspondente populagéo de
equilibrio € Ng, = K/2; como N* = K(1 — E/r), para conseguir a situagéo optima,
temos de escolher um esforgo Egy = r/2, isto é escolher para recta que descreve
a taxa de capturas aquela que passa pelo pico da curva que descreve a taxa de
crescimento natural.

Aqui estamos apenas a optimizar a quantidade pescada por unidade de tempo, isto
&, a receita. Mas ha também a despesa, que é, grosso modo, proporcional ao
esforgo E. Se quisermos optimizar o lucro em vez da receita, os resultados serdo
obviamente diferentes dos anteriores.

Um outro problema interessante a estudar é o da politica de pesca de quota
constante, em que se estabelece uma taxa fixa de capturas C por unidade de
tempo. O modelo é entdo

dN(t) N(t)
> Bk =rN(t) <1—— -—~l~{~—-—> - C.

Genética de polulagdes e equilibrio de Hardy-Weinberg

Na luta dos seres vivos pela sobrevivéncia e pela reprodugéo, certos gendtipos
séo, pelas caracteristicas fisicas, fisiolégicas ou comportamentais que conferem
aos que os possuem, mais aptos do que outros, pelo que a sua representagéo na
geracgéo seguinte tenderd, em termos proporcionais, a ser maior. E este o
processo de seleccéo natural que Darwin e Wallace utilizaram na sua teoria da
evolugéo das espécies. Mas outros agentes evolucionarios, como mutagoes,
migracdes e recombinacdes durante a meiose, concorrem com a selecgdo para
alterar a composigéo genética das populagdes, isto €, a proporgéo dos diversos
tipos de genes na populagéo. E o estudo destas alteragdes que constitui o objecto
da Genética de Populacbes, cujo grande surto ocorreu entre as duas guerras
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mundiais com Ronald Fisher (também grande nome da Estatistica, particularmente
da Estatistica Agricola), J. B. S. Haldane e Sewall Wright. Ao‘contréario de Darwin e
Wallace, em cuja teoria se inspiraram, eles conheciam ja as leis de Mendel (durante
muito tempo ignoradas mas entretanto redescobertas). Isso era suficiente para a
quantificagéo da genética de populagbes, apesar de ainda né&o se saber o que eram
0S genes nem como se segregavam antes de passar aos descendentes.

Vamos considerar o caso de uma populagéo dipldide (isto &, em que, no estado
adulto, os cromossomas aparecem aos pares, salvo 0s cromossomas sexuais).
Para simplificar, vamos considerar apenas um locus, isto €, uma posigéo num par de
cromossomas néo sexual e, nesse locus, vamos supor que ha apenas dois
possiveis alelos (duas variantes do gene la localizado). Designemos esses alelos
por A e a, com frequéncias na populagéo p e ¢ = 1 — p, respectivamente. Claro que
0 < p <1 e que p se obtém dividindo o nimero de alelos A existentes na
populagéo pelo nimero total de alelos dos dois tipos.

Comecemos pelo caso mais simples de uma populagédo muito grande, onde o
acasalamento seja aleatério e onde néo haja selec¢éo, migragdo ou mutagéo. Ante
a auséncia de agentes de evolugéo, é vélida a lei de Hardy-Weinberg (H-W), que diz
que a composigao génica ndo se altera ao longo das geracoes.

Para o provar, repare que os individuos tém necessariamente um de trés possiveis
genotipos: AA, Aa (ou aA, pois a ordem dos cromossomas é irrelevante) e aa.
Sejam Py, Qo e Ry as respectivas frequéncias na populagéo nesta geragao inicial
(geragéo zero). Claro que as frequéncias dos alelos A e a s&o, nesta geragéo
inicial, respectivamente, p = py = Py + Qo/2 e ¢ = go = Qo /2 + Ry.

Os gametas (6vulos ou espermatozéides, conforme o sexo do individuo) que se
formam apés a meiose e que s6 tém um dos cromossomas do par, tém todos o
alelo A se o individuo tem gendtipo AA e tém todos o alelo a se o individuo tem
gendtipo aa. Se o individuo tem gendtipo Aa, cada gadmeta tem probabilidade 1/2
de ser A e probabilidade 1/2 de ser a, pelo que, numa populagéo muito grande,
cerca de metade dos gémetas de individuos com genétipo AA serdo A e a outra

metade serdo a. Figura 5. Comportamento de um Jocus na
A frequéncia de gémetas A seré entdo (com excelente aproximagao) meiose, exemplificando com o genétipo Aa.
Py 4+ Qo/2 = p e a frequéncia de gémetas a sera Q/2 + Ry = q isto tanto entre a A esquerda esta uma célula com o seu ni-
populagdo masculina como entre a populagéo feminina. cleo e a direita estéo gémetas apos meiose

Supondo o acasalamento aleatério (isto é, independente dos gendtipos dos el Gacte; wathrpebriBR g metons)

individuos que acasalam), cada individuo da geragéo seguinte resulta da unido de
um gémeta escolhido ao acaso de entre os produzidos pela populagéo feminina e um i
outro escolhido ao acaso de entre os produzidos pela populagéo masculina. A
probabilidade de se juntarem dois gdmetas A, formando assim um individuo da
nova geragéo (geragdo um) com gendtipo AA, é entéo (dada a independéncia) o
produto P, = p x p = p?. Semelhantemente, a probabilidade de se formar um
individuo aa serd Ry = q x ¢ = ¢*>. Um individuo Aa pode formar-se de duas
maneiras, quer juntando um gameta feminino A com um gémeta masculino a, o que
tem probabilidade de ocorrer p x ¢, quer reciprocamente, o que tem a mesma
probabilidade de ocorrer; logo, a probabilidade de se formar um individuo Aa é

Q1 = 2pq.

Admitindo uma populagéo muito grande, as proporgdes na geragéo 1 dos trés
gendtipos AA, Aa e aa, serdo, com excelente aproximacéo, p?, 2pq e ¢° (o
chamado equilibrio de Hardy-Weinberg, cujos termos se podem obter do
desenvolvimento do binémio (p + ¢)2). Nesta geragéo 1, a frequéncia do alelo A
seréa entéo ;

Figura 6. Comportamento de um locus na
= 2 = p? = = =

=P +@i/2=p"+29/2=plp+g) =px1=p unido de um évulo e de um espermatozdide
para formar um ovo, exemplificando com o
caso de ambos os gametas serem A

e, semelhantemente, a frequéncia do alelo a seré ¢; = ¢. Daqui se deduz que na
geragéo 2 voltaremos a ter frequéncias dos gendtipos p?, 2pg, e ¢2, isto é, o
equilibrio das frequéncias dos gendtipos atinge-se ao fim de uma geragéo para néo
mais se alterar. Quanto as frequéncias dos alelos, elas ndo sofrem alteragdo em
relagéo aos valores iniciais, (embora este equilibrio seja neutral, isto &, se alguma
perturbagéo provocar um pequeno desvio, a frequéncia dos alelos manter-se-a nos
novos valores).

Podemos, pois, por comodidade, trabalhar apenas com ag frequéncias dos alelos
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pois, a partir delas (pelo equilibrio de H-W), podemos obter as frequéncias dos
gendtipos, sendo imediatamente, pelo menos ao fim de uma s6 geragéo. Como sé
ha dois alelos, a frequéncia p do alelo A determina a do outro.

Como vimos, se néo actuarem quaisquer agentes de evolugao, as frequéncias dos
alelos ndo se alteram ao longo das geracoes, isto &, ndo héa evolugdo. Vejamos
agora o efeito da mutagdo sobre essas frequéncias.

Mutagao
Considere o caso de haver mutagéo do alelo A para o alelo a com taxa de mutagéo
p > 0 (valores tipicos de p sdo da ordem de 107° a 10~19). Sejap = p a
frequéncia na geragao inicial do alelo A. De uma geragéo para a seguinte, ha uma
proporc¢édo pp de alelos A que passam a ser q, isto é, na geracgéo seguinte, as
proporcdes dos alelos s&o p; = p — up = p(1 — 1) e g1 = g + pp. Claro que, na
geragao a seguir a esta, a frequéncia do alelo a serd ps = p1(1 — p) = p(1 — p)%.
Por indug&o, pode facilmente mostrar-se que, na geragéo n, vem p,, = p(1 — p)",
donde, quando n — oo, vem p,, — 0 (e, portanto, ¢, = 1 — p,, — 1). Isto &, o alelo
A aproxima-se progressivamente da extingdo, pelo que o resultado da evolugéo
sera, neste caso, uma populagdo homozigética inteiramente constituida por
individuos com genétipo aa.
Que sucede se, além de haver mutagéo de A para a com taxa p > 0, houver
também mutacéo de a para A com taxa v > 07
Tem-se

pr=p—pp+tvg=p—pp+v(l—p)=v+p(ll—p-v),
sendo a alteragéo Ap = p; — p = v — p(i + v). Qual seré o valor de equilibrio, isto
é o valor de p que néo se altera de uma geragéo para a seguinte, ou seja, o valor de
p que coincide com p1? Sera a solugéo da equagéo as diferengas Ap = 0, isto é,
p = v/(p+v) (usamos o "chapéu" para indicar que é o valor de equilibrio). Este
equilibrio é estavel, como vamos ver. E facil verificar que, se a frequéncia do alelo
A se desviar de p, a alteragdo Ap na geragéo seguinte serd negativa ou positiva
conforme o desvio seja para cima ou para baixo, isto &, tendera a "corrigir" o
desvio. Isto s6 por si ndo prova a estabilidade porque a "correcgdo” poderia ser
excessiva e verificar-se uma sequéncia de valores de p que, em vez de convergir
para p, oscilasse em torno de j com oscilagdes crescentes. Mas, da expresséo de
p1, pode mostrar-se por indugéo que

:M-Ifj-z/(l_(l_M"”)n)er(l_H—V)”

Pn

(é interessante "intuir' a expresséo por iteragéo e aplicagédo da formula da soma de
termos de uma progressdo geométrica e, depois, demonstra-la rigorosamente pelo
método de indug&o). Logo, como podemos supor pu+ v < 1, p, — v/(p+v) = p.
Ao contrério do caso anterior de mutagéo num sé sentido, o equilibrio estével que
seré atingido é polimorfico, isto é, coexistem na populagéo os dois alelos Ae a e
os trés gendtiposAA, Aa e aa.

Conclusao

Apresentdmos, em forma de esbogo (dadas as limitagbes de espago) alguns
exemplos muito simples de aplicagdo util de modelos matemaéticos no estudo de
crescimento de populagdes, em pescas e em genética de populagdes. Do ponto de
vista didactico, esses exemplos permitem ilustrar (naturalmente com um cuidado e
um desenvolvimento que néo foram possiveis aqui) a construgéc de modelos
matematicos aplicados a descrigéo e anélise de fendmenos naturais, bem como
exercitar a utilizagcéo de conceitos e propriedades matematicos (conceito de
derivada e seu significado, regras de derivagio, soma de termos de progresséo
geométrica, limites, ideias elementares de probabilidade, etc.). O uso de notagdes
variadas na sala de aula, como "N (¢)" em lugar de usar sempre o tradicional " f(x)",
evita esteredtipos e desenvolve a maleabilidade mental para aplicar as mesmas
ideias e automatismos adquiridos em situagdes aparentemente diferentes.
Deixaremos para outra oportunidade o interessantissimo estudo do efeito da
selecgéo natural (ou /artiﬁciai) em que a regra da sobrevivéncia dos genotipos mais
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aptos, afinal, admite excepgdes, uma
delas surpreendente. Enquanto o
comportamento qualitativo no caso da
mutagéo era intuitivamente previsivel,
servindo o modeio matemético para o
corroborar, a excepgdo surpreendente da
selecgéo dificilmente se revelaria sem
ser através do modelo matemético.
Deixaremos também para outra
oportunidade o efeito sobre as
populagdes da "lotaria” dos nascimentos
e mortes, onde o efeito do acaso, que
estd sempre presente, pode ser
ignorado em populagdes grandes (que
pouco so afectadas) mas pode ser
consideravel em populagbes pequenas.
Essa aleatoriedade podera ter sido um
poderoso agente de evolugdo das
espécies, cujo efeito pode ser estudado
matematicamente.

Os processos de selecgdo natural,
mutacdo e recombinagdo tém permitido
a evolugéo de caracteristicas genéticas
favoraveis a adaptagdo de populagdes
ao seu meio, podendo considerar-se um
mecanismo de optimizagdo num nlimero
elevado de dimensées (dada a enorme
quantidade de genes envolvidos).
Alguém pensou: porque néo simular em
computador um processo semelhante
para tentar resolver problemas de
optimizagdo envolvendo um elevado
nimero de dimensdes que se colocam
em diversas aplicagbes da Matemética e
para os quais os algoritmos de
optimizagao tradicionais sao ineficazes?
De facto, casos ha em que os
algoritmos tradicionais levariam milhdes
de anos nos melhores computadores,
quando a evolucéo levou o mesmo
tempo mas usando o mecanismo
incomparavelmente mais lento da
transferéncia de genes de uma geragéo
para a seguinte, o qual pode ser imitado
na simulagdo em computador, com a
diferenga de num s6 segundo
simularmos muitas geragdes. Surgiram
os chamados algoritmos genéticos, que
tém hoje inimeras aplicagdes. Ha,
porém, que saber traduzir o problema
matematico para um problema genético
equivalente. Se a Matemética foi
extremamente importante para o
desenvolvimento da Genética de
Populagées, os algoritmos genéticos
mostram que também o reciproco & hoje
verdadeiro. E um bom exemplo das
virtudes da interdisciplinaridade.
Gostariamos também de, numa outra
oportunidade, apresentar alguns

modelos mateméticos de interacgéo de
populagdes (relagdes presa-predador,
espécies em competicéo, etc.) ou de
epidemias, em que ha resultados
curiosos muito importantes. Um deles
o de, para certo tipo de epidemias,
bastar vacinar uma parte da populagéo
susceptivel para que seja afastado o
risco de epidemia.

Por ora, ficamos por aqui.
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