0 1 1

1 3 4

2 4 6

3 6 9

4 8 12
5 9 14
6 1 17
7 12 | 19
8 14| 22
2 16 | 25
10 17§ Zf
11 19} 80
12 211 24
13 22 | 85

Se soubermos olhar
para as sequéncias,
vamos descobrir que,
muitas vezes, incluem
por entre os seus
termos uma copia de si
proprias: s&o as sequén-
cias auto-referentes.

E esta auto-referéncia
pode ocorrer de multiplas
formas, consoante se
trate de uma sequéncia
fractal, olha e conta ou
olha e diz.

Sequéncias que olham

A matemaética encontra-se cheia de
sequéncias numéricas: a dos inteiros,
dos nimeros pares, dos primos...
Para muitas se se pretende conhecer
o n-ésimo termo ndo hé necessidade
de saber quais foram os termos que o

9 8 B 13 9
78 e oy e
1 46 98 42 @ G118 1
15 24 39 63 102 165 267
20 8 59 B4 1358 990 55
93 87 60 91 {51 gL Avy
28 45 73 118 191 309 500
31 50 81 131 212 343 555
3 58 94 152 246 398 644
41 66 107 173 280 453 733
44 71 115 186 301 487 788
49 79 128 207 335 542 877
54 87 141 228 369 597

57 92 149 241 390

precederam; mas para outras esse
conhecimento é imprescindivel visto que
a construgdo da sequéncia se baseia
exactamente nesse facto. Outras ha,
ainda mais estranhas, que, num certo
sentjdo, "olham" para si proprias. Vamos
ver alguns exemplos. Comegamos pelo
quadro de Wythoff (ver figura), que é
construido da seguinte forma:

i) A primeira coluna é a sequéncia dos
nimeros naturais, comegando em 0.

i) A segunda coluna é dada pela
caracteristica (parte inteira) de
(n+Neonde p=U1+V5)/2é0
nimero de ouro.

i) Cada linha é gerada pela sucessiva
adigdo de cada par de elementos
consecutivos dessa mesma linha.

E um quadro muito interessante. Mas
para que serve? /

para si proprias

Eurico Nogueira

No que se segue vamo-nos restringir
apenas aos numeros situados a direita
do trago vertical: podemos reparar
que em cada linha o primeiro elemen-
to é sempre o menor elemento que
ainda néo havia aparecido nas linhas
anteriores;

55 89 144 todas as linhas
199 322 521 e colunas séo
088 466 754 estritamente
crescentes; se
432 699 1131 um numero de
576 932 1508 uma linha surgir
entre dois
665 1076 1741 e o
809 1309 2118 @ consecutivos
898 1453 2351 desalouma
outra linha, a
1042 1686 2728  _jtormancia
1186 1919 .. entre estas
linhas mantém-
B se indefinida-
mente (por

exemplo, como

o 6 da terceira

linha surge

‘entre" o5 eo

8 da primeira,
0s numeros que vém a seguir ao 6 —
0 10 e 0 16 — surgem entre os que
vém a seguir ao 8 da primeira linha,
istoé, 010 esthientreo8eo 13 eo
16 estd entre 0 13 e 0 21)... e qual-
quer nimero natural, a partir do 1,
aparece neste quadro.

Note-se, como curiosidade, que no
topo deste quadro surgem algumas
sequéncias linearmente recorrentes
muito conhecidas: a dé&Fibonacci —
0,1,1,2,3,5,8, ... e ade Lucas —
1,3,4,7,11,18, ...

Baseados neste quadro podemos
construir a sequéncia chamada para-
Fibonacci, que nos diz qual o indice da
linha deste quadro em que aparece o
nimero n. Vejamos: o 1 esté na linha
0, 0 2 esta nalinha 0, o 3 esté na linha
0, 0 4 esta nalinha 1, o 5 estd na linha
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0, 0 6 esté na linha 2, o 7 esta na linha
1, 0 8 estd nalinha 0, o0 9 esta na linha
3, etc. Portanto a sequéncia comega
assim:

032 1.4
085 389
1

Repare-se que se eliminarmos nesta
sequéncia a primeira ocorréncia de
cada nimero

0,0,0,1,02,1
3,2,6,1,7, 4,0,
2, .

~o

isto é, de novo, a mesma sequéncia.

Quando isto sucede diz-se que
estamos perante uma sequéncia
fractal. Uma outra sequéncia fractal é
dada por:

em que o segundo 1 surge uma casa
depois do primeiro, o terceiro duas
casas depois do segundo e, generica-
mente, o n-ésimo surge 2" 2 casas
depois do.(n-1)-ésimo. Quanto aos
outros nlimeros: o0 2 ocupa a primeira
casa vaga e o n-ésimo dois aparece
3x2"°2 casas depois do (n-1)-ésimo, o
3 ocupa a primeira casa que ainda esta
vaga e o n-ésimo trés aparece 5x2" 2
casas depois do (n-1)-ésimo. Generica-
mente o nimero k ocupa a primeira
casa ainda vaga e o n-ésimo k aparece
(2k-1)x2"" 2 casas depois do (n-1)-
ésimo. E é claro que se retirarmos a
primeira ocorréncia de cada nimero
obtemos ainda a mesma sequéncia.,

Um outro exemplo de sequéncia
fractal é dado pela "assinatura de um
numero", desde que este seja positivo
e irracional. Seja R esse elemento e
consideremos todos os nliimeros da
forma i+jR onde /,j sdo numeros
naturais. Se os ordenarmos por
ordem crescente a sequéncia dos i é
fractal. Consideremos por exemplo o
niimero V2 que &, aproximadamente,
1,41421.
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Sabe-se que os menores elementos
desta sequéncia sdo os seguintes:

recebeu o nimero "quimico" 92 e
passou a ser designado como sendo o

142 ~241421 < 242 ~3,41421 < 1+2V2 =~ 3,82842 < 3+ V2 = 4,41421 <
242V2 =~ 4,82842 < 143V2 =~ 524264 < 4+\2 = 541421 < 342 V2 =~ 5,82842 <
2432 ~6.24264 < 542 ~6,41421 < 1+4V2 ~ 6,65685 < 4422 ~6,82842 < ...

Portanto a "assinatura" de V2 cor-
responde a sequéncia fractal:

1,2,1,3.2 1,43 72 4,3, 6,
2,51,4171362581,4.7 3,
6,925 8,...

Se retirarmos a primeira aparigéo de
cada nimero obtemos ainda a mesma
sequéncial

Reparemos agora na sequéncia “Olha
e diz” de John Horton Conway.
Suponhamos que o termo inicial da
sequéncia € o nimero 4. Entédo os
seguintes seréo:

14,1114, 3114, 132114,
1113122114, 311311222114,
13211321322114,
1113122113121113222114, ...

em que cada novo termo é construido
"lendo", ou se preferirem, fazendo o
"comentario" do anterior. Assim
quando se |é o 14 obtemos "um" 1 e

m" 4 que, escrito, fica 1114.
Analogamente 3114 é lido: "um" 3,
"dois" 1 e "um" 4, donde 0 132114.
Conway apercebeu-se que, a excep-
¢&o da sequéncia formada pelo 22,
todas as sequéncias construidas
desta forma possuem elementos cujo
nimero de digitos cresce a cada
passo, aproximadamente, 30%. A
medida que aumenta, o comprimento
dos elementos destas sequéncias
comporta-se cada vez mais como uma
fungéo do tipo CA", onde C é uma
constante e A=1,303577269034296...
¢ a chamada constante de Conway.
Esta corresponde & maior raiz de um
polinéomio de grau 71, que se encontra
intimamente relacionado com estas
sequéncias.

Conway também notou que todas
estas sequéncias s&o construidas
com base em 92 "tijolos", isto &,
elementos basicos. Por analogia com
a tabela periddica atribuiu a cada um
desses elementos um simbolo
quimico e um niimero atémico. Assim
o elemento correspondente ao
niimero 3, por ser'o menos frequente,

d 1d 3d =5 . 9,

"urénio"; o elemento 22 — o Unico
estacionario (verifiquem porqué) —
corresponde ao "hidrogénio". A
classificagéo destes 92 elementos
distintos recebeu o titulo pomposo de
"Teorema cosmoldgico".

Baseados nesta sequéncia é possivel
criar uma sequéncia Olha e conta
semelhante a anterior, mas com a
diferenga de que, em vez de "lermos"
o anterior elemento da sequéncia,
‘contamos" os seus algarismos a
comegar pelo mais baixo. Suponha-
mos que o termo inicial da sequéncia
é, de novo, o nimero 4. Entéo os
seguintes serao:

4,14, 1114, 3114, 211314,
31121314, 41122314, 31221324,
21322314, .

Vejamos, como exemplo, o que se
passa com o 211314; como neste
nimero ha "trés" 1, "'um" 2, "um" 3 e

m" 4 o nimero seguinte &, logica-
mente, o 31121314. Repare-se agora
gue a sequéncia, ao atingir o
21322314, entra num ciclo. O nimero
21322314 é assim um ponto fixo
desta sequéncia dado que se |é a si
proprio!

Para os nimeros de 1 a 50, que nao
incluem zeros, obtivemos os seguin-
tes resultados:

Nameros Ciclo que atingem

d, 1d, 3d =1, ..., 4),

21, 23'41143 21.32.23.14

31.22.33.14.1d

4d(d=5,6)
'22} ; 7 23

2d (d=4.’.... 9)7 ' 31.12.33.1d

42, 44 31.12.33.14

4 :7 8.9 (41.22.23.24.15.1d,

31.42.13.24.15.1d)

Quando se atinge um Unico nimero
diz-se que se atingiu um ndmero que



se descreve a si proprio, ou se
preferirem "auto-referente". Nesta
tabela foi visto que os nimeros 47, 48
e 49 atingem um ciclo formado por
dois elementos. Isso n&o é uma
situagéo excepcional; bem pelo
contrario, é extremamente frequente.
Por exemplo, o 2029 apés 18 entra
no ciclo:

(10.81.22.13.24.15.16.27.18.19,
10.71.42.13.14.15.16.17.28.19).

Havera ciclos formados por mais que
dois elementos? Sim! Por exemplo:

(10.51.22.23.14.25.16,
10.41.42.14.14.25.16,
10.51.22.13.34.15.16).

Prova-se que, por este processo,
todos os nimeros vdo sempre atingir
algum ciclo e que néo existem ciclos
de comprimento superior a trés.

Olhando para estes exemplos poder-
se-ia pensar que todos os nimeros
que integram um ciclo de auto-referén-
cia tém um nUmero par de algarismos.
Mas isso é falso! Basta verificar que:

10.111.22.13.14.15.16.17.18.19
e 111.12.13.14.15.16.17.18.19

s&o auto-referenciais com, respectiva-
mente, 21 e 19 algarismos.

Nao é este o Unico exemplo de sequén-
cias que gera o seguinte elemento
lendo o anterior. Um outro é dado por:

1,2,2.3.3.4.4,4.5.5,5,6.6,6.6,
7 7,71 8888008000 .

O primeiro nimero indica o nimero de
"uns" presentes na sequéncia (apenas
um) e escrevemos 1; o segundo
indica o nimero de "dois" presentes
na sequéncia (s&o dois) e escrevemos
2, 2; o terceiro indica o nimero de
"trés" presentes na sequéncia (sé&o
dois) e escrevemos 3, 3; o quarto
indica o nimero de "quatros" presen-
tes na sequéncia (s&o trés) e escreve-
mos 4, 4, 4, ... E assim por diante!

Ainda outra sequéncia que se compor-
ta desta forma é a de Lionel Levine:

11,12, 112, 1123, 1112234,
11112223344567,

111111122222233333444455556
667778899101011121314,

que se €, olhando, por exemplo, para
o quarto termo da série (o 1123):

Como 3 é o algarismo das unidades
o préximo nimero comega por trés
1; como 2 é oalgarismo das deze-
nas o proximo niimero tem dois 2 a
seguir aos uns; como 1 é o algaris-
mo das centenas o préximo nimero
tem um 1 a seguir aos uns e dois;
como 1 é o algarismo dos milhares
o proximo nimero tem um 1 a se-
guir aos uns, dois e trés.

Voltemos & auto-referéncia: uma curiosa
sequéncia auto-referente é a de Aronson.

Originalmente escrita em inglés pode
ser traduzida para portugués da
seguinte forma: "e é a primeira,
segunda, oitava, décima-terceira,
vigésima-sexta, trigésima-segunda,
trigésima-quinta, quadragésima-
segunda, quadragésima-oitava, ..., letra
desta frase." Isto é, ao lermos o inicio
da frase "e é a..." apercebemo-nos de
que a letra e é a primeira e a segunda
letra da frase, o que nos permite
continua-la e escrever "e é a primeira,
segunda, ...". Nas palavras "primeira" e
"segunda" encontramos outros "e" os
quais correspondem a oitava e a
décima-terceira letras da frase; isto
permite-nos continuar a frase: "e é a
primeira, segunda, oitava, décima-
terceira, ..." E o processo continua, em
principio, indefinidamente dado que,
mais para a frente, surgem palavras
Como ‘centésima", "milésima", "milioné-
sima", etc., que incluem a letra "e" |

A sequéncia pretendida é dada por 1,
2,8, 13, 26, 32, 35, 42, 48, ...

Relacionado com este assunto encon-
tramos a sequéncia de Kolakoski que
comega assim:

1221121221221121 12212112?221 1211
21221221121 .

e quetema particularidade de "ler" o seu
proprio "comprimento". Vejamos o que
isto quer dizer: a sua primeira
subsequéncia (formada por uns) tem 1
elemento, a segunda subsequéncia
(formada s6 por dois) tem 2 elementos, a
terceira subsequéncia (formada por uns)
tem 2 elementos, a quarta subsequéncia
(formada por dois) tem 1 elemento, a
quinta subsequéncia (formada por uns)
tem 1 elemento, etc. E esta sequéncia
de comprimentos 12211... estéd a
reproduzir a sequéncia de Kolakoski!

E para acabar, desafio os leitores a
resolver os seguintes problemas de
auto-referéncia:

~ Linha 3. O algarismo 2 s.urge

1) Qual é o nimero cujo primeiro
algarismo indica o nimero de zeros
presentes no numero, o segundo
algarismo o nimero de uns presen-
tes no nimero, etc.?
2) Que nlimeros temos de colocar
nos espagos em branco para que as
afirmacgdes deste cartéo sejam ver-
~ dadeiras?
Linha 1. O agansmo 0 surge .
vezes neste cartfo.
Linha 2. O algarismo 1 surge
vezes neste cartédo.

-

vezes neste cartao,
 Linha 4.0 aigansmo 3 surge ;_,_
vezes neste cartéo.
Linha 5. O algarismo 4 surge
vezes neste cartéo.
Linha 6. O algarismo 5 surge.
vezes neste cartéo.
(in Pub//co 19-1X-1999, José Paulo Vlana)

Nota

! Esta designac&o foi atribuida por analogia com
as imagens fractais, as quais tém a particulari-
dade de, a vérios niveis de profundidade, repetir
infinitas vezes sempre o mesmo padréo.

o
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Solugdes:
1) £ o nimero 6210001000.
2) Ha duas solugdes que séo dadas por:

Linha 1. O algarismo 0 surge 1 vezes neste cartdo.
L# 2. O algarismo 1 surge 3 vezes neste cartéo.
1* 3. O algarismo 2 surge 3 vezes neste cartéo.
L® 4. O algarismo 3 surge 4 vezes neste cartdo.
L* 5. O algarismo 4 surge 4 vezes neste cartéo.
L2 6. O algarismo 5 surge 2 vezes neste cartéo.

Linha 1. O algarismo 0 surge 1 vezes neste cartdo.
L2 2. O algarismo 1 surge 3 vezes neste cartéo.
L2 3. O algarismo 2 surge 3 vezes neste cartéo.
L2 4. O algarismo 3 surge 5 vezes neste cartéo.
L® 5. O algarismo 4 surge 2 vezes neste cartdo.
L? 6. O algarismo 5 surge 3 vezes neste cartéo.

Eurico Nogueira
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