Das corridas de atletismo as rodas do comboio,
passando pelos carrinhos eléctricos — uma forma
diferente de «falar» da circunferéncia

Ana Vieira, Escola Secunddria de Miraflores

A Geometria € um dos capitulos da matemadtica mais
interessantes de ensinar, pois permite dar aulas mais
vivas, ndo s6 pela diversidade de situagdes que se podem
criar proporcionando resolugdes diversificadas para o
mesmo problema, como também, pelo menos a nivel da
Geometria elementar, por ser um tema que facilmente
se liga a realidade.

A férmula do perimetro da circunferéncia faz parte
do programa do Ciclo Preparatério, mas normalmente
o tempo € curto para dar o programa todo e este, assim
como outros assuntos por vezes bem interessantes, sao
dados muito rapidamente, as vezes como um «despejar»
de férmulas, descansando no pensamento de que «eles
jd tinham obrigagdo de saber...»

Nao pretendemos expor aqui uma forma diferente de
dar o perimetro da circunferéncia mas sim, uma vez
dado, seja em que ano de escolaridade for, mostrar com
alguns exemplos simples como tem indmeras e tdo dife-
rentes aplicagdes na vida real. E um trabalho elaborado
a partir de um artigo da revista Mathematics Teacher
e que foi adaptado e experimentado numa turma do 9.°
ano de escolaridade (1986/87) e noutra do 7.° ano
(1987/88).

Os alunos foram confrontados com uma série de pro-
blemas, agrupados em trés grandes grupos e seriados
de forma a, por um lado, aumentar gradualmente o grau
de dificuldade e por outro, que as conclusdes que se fos-
sem tirando servissem para apoiar a resolugdo dos pro-
blemas seguintes. Fala-se em primeiro lugar de provas
de atletismo, depois de corridas de carrinhos eléctricos
e finalmente da forma das rodas do comboio.

Os problemas foram agrupados em fichas de traba-
lho, num total de oito fichas, que eram distribuidas e
discutidas semanalmente.

Antes da distribui¢do da primeira ficha de trabalho,
foi pedido aos alunos que fizessem um esbogo das rodas
de um comboio, observadas de frente, uma de cada lado
de um eixo, respeitando o mais possivel todos os por-
menores da sua forma real. Os alunos ficaram admira-
dos com este pedido, mas nada lhes foi dito quanto ao
objectivo do mesmo, referindo-se apenas que se preten-
dia ver quem tinha melhor capacidade de observacdo.

Durante muitas semanas, eles foram trazendo os dese-
nhos mais variados; contavam as suas peripécias sobre
o esfor¢co que tinham feito para observarem as rodas e
discutiam entre si, frequentemente, sobre aquilo que
tinham desenhado. Nunca lhes foi dito qual a forma real
das rodas, mas enquanto nao conseguiram acertar, dizia-
-se sempre que ainda faltava um pormenor.
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Uma das escolas em que este trabalho foi realizado
€ em Oeiras e a outra em Algés, zonas servidas por com-
boio. Muitos alunos utilizavam diariamente este meio de
transporte, alguns mais que uma vez por dia.
Aperceberam-se nesta altura que, apesar disso, nunca
tinham reparado para a forma das rodas, o que os dei-
Xou ao mesmo tempo admirados e curiosos.

Vamos expor as vérias questoes pela mesma ordem
com que foram apresentadas e discutidas com os alu-
nos, fazendo um breve comentério sobre a forma como
reagiram em algumas situagdes.

Corridas de atletismo

Pergunta-se: «Numa prova de atletismo, dois corre-
dores correm em pistas circulares, como indica a figura
1. Sabendo que a prova consta de uma volta completa,
qual o avango inicial que se deverd dar ao corredor da
pista exterior, de forma que a prova seja efectuada em

igualdade de circunstincias (isto é, percorram a mesma
distincia)?»

Resolucdo: 2741 —2740 = 27 (41-40) = 2.

Esta forma esquematizada de equacionar e resolver o
problema ndo foi a forma utilizada pelos alunos. Eles

calcularam separadamente o perimetro de cada pista,
determinando em seguida a diferenca. No entanto, todos
chegaram ao resultado certo. ‘

Em seguida, considera-se o mesmo problema mas
fazendo variar os raios das pistas interior e exterior para
85 m/86 m; 1000 m/1001m e 11 m/13 m.

Depois deste conjunto de questdes, pede-se aos alu-
nos que tirem uma conclusdo. Pretende-se que eles veri-
fiquem que o avango a dar ao corredor da pista exterior
s6 depende da diferenca entre os raios das duas pistas.
Esta conclusdo levantou sempre alguma polémica, pois

/
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intuitivamente parecia que o avango tinha de ser tanto
maior quanto maior fosse o raio dos circulos.

Colocam-se agora questdes andlogas, mas com pistas
quadrangulares.

Fig. 2

Inicialmente supde-se que a pista interior tem dois
metros de lado e a distdncia entre as pistas € de um
metro. Calculando o perimetro de cada pista e determi-
nando a diferenga, facilmente os alunos concluiram que
0 avango a dar, neste caso, ao corredor da pista exte-
rior para que a prova seja efectuada em igualdade de
circunstincias, tem de ser de 8 metros. Fazendo variar
as dimensoes, alguns alunos comegaram a relacionar este
avango, mais uma vez, com a diferenca entre as pistas.
Para os mais renitentes, a discussdo do problema com
o0 apoio da figura 3 foi determinante. Concluiram entao
que o corredor da pista exterior s6 tem de facto des-
vantagem nos cantos, sendo essa desvantagem, em cada
canto, o dobro da distancia entre as pistas.

Fig. 3

Passa-se entdo para uma situagdo em que a figura se
assemelha a forma real das pistas de atletismo.

Fig. 4
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Cada pista estd simbolizada apenas por um traco (traco
continuo na pista interior e tracejado nas pistas inter-
média e exterior);

As condigdes da figura sao:

— a distdncia entre cada uma das pistas € de um
metro;

— o raio de cada uma das semicircunferéncias da pista
interior € 40 m;

— o perimetro da pista interior é 400 m.

O primeiro problema consiste em calcular o compri-
mento de cada trogo rectilineo das pistas. Os alunos cal-
culam o perimetro das curvas da pista interior; em
seguida, subtraem esse valor a 400 e dividem por dois.
O comprimento de cada trogo rectilineo € aproximada-
mente 92 m, sendo o mesmo para todas as pistas.

Novamente se colocam um conjunto de questdes sobre
o avango a dar ao corredor de cada uma das pistas em
relacdo a outra, quer seja numa corrida de uma volta
completa ou de mais de uma volta.

Com base nas conclusdes tiradas na resolugio dos pro-
blemas anteriores, sabe-se que nos trocos rectilineos os
corredores das pistas exteriores nao tém qualquer des-
vantagem, vindo esta a acontecer apenas nas curvas, O
que neste caso quer dizer apenas nas duas semicircun-
feréncias de cada pista.

Conclusao: o avango a dar ao corredor de cada pista
em relacdo a uma pista interior deverd ser: 27 x dife-
renga dos raios x nimero de voltas (o niimero de voltas
apenas tem importancia se se considerar que os corre-
dores se mantém sempre na mesma pista).

Este problema foi sempre discutido com grande entu-
siasmo, pois os alunos perceberam melhor porque € que,
em certas provas de atletismo disputadas em estddio, a
linha de partida ndo € a mesma para todos os corredo-
res. Perceberam, também, porque € que nas provas de
60, 100 e 110 metros ja ndo hd esse problema (nao se
chegando a efectuar a curva, ndo ha qualquer desvanta-
gem para nenhum corredor).

Corridas de carrinhos eléctricos

Fig. 5

A figura anterior representa uma pista de carrinhos
eléctricos com duas faixas, simbolizadas cada uma por
uma linha (faixa interior — linha a cheio, faixa exterior
— linha a tracejado).
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Supondo que as faixas distam entre si 4 cm, pergunta-
-se qual dos dois carros ganhard a corrida que consta
de uma volta completa, supondo que partem ao mesmo
tempo com velocidades iguais e constantes?

Para responder a esta questdo, a informacdo de que
as pistas distam entre si 4 cm é desnecessdria. Os alu-
nos responderam de imediato que ganhava o carro da
pista a cheio, dando a entender que a pergunta até se
tornava ridicula, depois de tudo o que jd tinham discu-
tido at€ aqui. A figura seguinte representa uma pista
montada de outra forma e a pergunta que se coloca é
a mesma.

Partida/Chegada

Fig. 6

Ja sabemos que nos trogos rectilineos nio hd desvan-
tagem. Sabemos também que, nas curvas, a desvanta-
gem ndo depende do raio da curva mas apenas da
distdncia entre as faixas.

Como nesta pista a distincia entre as faixas é sempre
constante ao longo de todo o percurso, vamos entdo ana-
lisar o que se passa em cada curva. O trabalho fica faci-
litado se numerarmos as curvas, como se indica na
figura.

A curva I é uma semicircunferéncia em que o carro
da faixa interior (a tracejado) consegue um avango,
avango esse que vai perder na curva III, pois € também
uma semicircunferéncia que ele passa agora a descre-
ver pelo lado exterior (embora os raios das curvas
variem, isso ndo vai influenciar, como jd sabemos). Na
curva II, o carro da faixa tracejada consegue novamente
um avango, desta vez de um quarto de circunferéncia,
mas torna a perdé-lo mais tarde, quando percorre a curva
IV pelo lado exterior.

Uma vez que sabemos a distdncia entre as pistas
(4 cm), podemos até calcular a vantagem de cada carro
em cada curva:

Depois de percorrida Vantagem do carro
a curva: da pista a tracejado:
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Como reagiram os alunos a este problema? A primeira
reaccdo foi esquecerem-se das conclusdes que tinham
tirado anteriormente e «deixarem-se vencer» pela intui-

' ¢30. Assim, a maior parte dos alunos concluiu que era

o carro da pista a tracejado que ganhava, pois conse-
guia um avanco maior nas curvas que descrevia pelo
interior, uma vez que essas curvas tinham um perime-
tro superior aquelas que ele efectuava pelo lado exte-
rior. A numeragdo das diferentes curvas, como fizemos
anteriormente, ajudou a discussdo do problema e, a partir
daqui, os alunos assimilaram definitivamente as conclu-
sOes tiradas.

A forma das rodas do comboio

As rodas (de um e outro lado) de um comboio estdo
rigidamente ligadas a um unico e resistente eixo. O
ndmero de rotagdes que uma roda efectua é pois exac-
tamente 0 mesmo que a outra roda também efectua.

Quando o comboio descreve uma curva semi-circular
como a da figura 8, a roda exterior descreve um tra-
jecto mais longo que a roda interior. Como se explica
entdo que ao fazer a curva o comboio ndo descarrile,
demorando as duas rodas exactamente 0 mesmo tempo
a percorrer trajectos de comprimentos diferentes?

Fig. 7

Quando este problema foi discutido com os alunos,
jé tinham decorrido alguns meses de trabalho e, depois
de muita insisténcia jd todos tinham conseguido dese-
nhar as rodas do comboio quase correctamente. Numa
das escolas, um aluno conseguiu mesmo arranjar um
desenho real das rodas, trazido por um familiar que tra-
balhava na Sorefame.

A figura 9 apresenta um esbogo das rodas.

Fig. 8

Curiosamente, alguns alunos conseguiram por eles
préprios e sem muita dificuldade, justificar esta forma
das rodas. Alguns fizeram mesmo esquemas, no qua-
dro, das vdrias posicoes em que a roda pode tocar o car-
ril, consoante as curvas dadas pelo comboio.

Qual € entdo a ligacdo entre a forma das rodas do
comboio € o modo como efectua as curvas? Para que
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as duas rodas, efectuando o mesmo niimero de rotagoes,
consigam descrever, no mesmo tempo, trajectos de dife-
rentes comprimentos, é necessdrio que nao tenham as
mesmas dimensoes. A forma como s@o construidas pos-
sibilita que, em situacGes diferentes, a mesma roda tenha
um raio diferente (o que se vai traduzir por uma altera-
¢do do seu perimetro).

A figura seguinte esquematiza trés possiveis posi¢oes
de contacto da roda com o carril.

M —

Fig. 9

(A) — o comboio desloca-se em linha recta

(B) — o comboio efectua uma curva para a direita,
sendo esta a roda interior

(C) — o comboio efectua uma curva para a esquerda,
sendo esta a roda exterior

A relagdo entre a distidncia entre os carris e a dife-
renga entre os raios minimo e maximo da roda suscita
um conjunto de questdes muito interessantes.

Designando por T o raio interior da curva semi-cir-
cular que o comboio pode descrever (fig. 9) e por AT
a distincia entre os carris; designando ainda por r a
medida mais pequena do raio da roda e porr + Ar a
medida maior, pergunta-se: «Qual a relagdo matemadtica
entre T, AT, r e Ar 7.

Uma das possiveis resolucoes:
distincia percorrida pela roda exterior: (T + AT)w
distancia percorrida pela roda interior: T

Sabemos que o nimero de rotagdes das duas rodas tem
de ser igual. Para calcular esse nimero, basta dividir
o comprimento de cada trajecto pelo perimetro da roda
que o vai percorrer, ou seja, ver quantas vezes tem de
rodar a roda para efectuar esse trajecto.

Assim:

Nimero de rotagées da roda exterior = nimero de
rotacbes da roda interior

-+ ADx- > Twm
27 (r + Ar) 2@r

resolvendo em ordem a T:

ST
Ar
Com base nesta relacdo e se soubermos as medidas

de r e Ar, podemos facilmente calcular qual o menor
raio da curva circular que o comboio pode descrever.

T
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Podemos ainda discutir variadas questdes, tais como:

— Quais seriam as modificacdes a fazer nas dimen-
sOes das rodas dos comboios se se aumentasse a distan-
cia entre os carris, pretendendo-se ainda que o comboio
descreva curvas muito acentuadas?

— Porque serd que os comboios que circulam em
linhas sem curvas muito acentuadas apresentam uma
menor inclinagdo nas rodas (ou seja, menor Ar)? Por-
que serd que os carris desses mesmos comboios t€ém
entre si uma distdncia muito superior a distincia dos car-

- ris das linhas com curvas muito acentuadas? E notdria

a diferenca entre a forma das rodas dos comboios e a
distancia entre os carris das linhas de Lisboa-Porto e da
linha do Tua, por exemplo.

Estas e outras questdes propiciam animadas discussoes
com os alunos, em que sempre surge a experiéncia de
cada um no que diz respeito a viagens de comboio e
que permitem discutir com exemplos muito concretos
problemas de proporcionalidade directa e inversa, tema
sempre dificil de apreender pelos alunos mais novos.

Como apreciacdo final da experiéncia de utilizagdo
destes problemas, podemos dizer que foi extremamente
positiva. Os alunos verificaram como a «simples»férmula
do perimetro da circunferéncia tem tantas e tdo impor-
tantes aplicacdes na vida didria. As discussdes tidas nas
aulas, a oportunidade que se lhes deu de formularem
hipéteses, de as fundamentarem, de desafiarem a sua
capacidade de observagdo, ajudou muitos alunos a
interessarem-se mais pela disciplina, a adquirirem uma
maior autoconfianga, a olharem «de outra forma» para
aquilo que os rodeia, a terem mais confianca na utili-
dade da Matemdtica. Em suma, estes alunos melhora-
ram significativamente a sua pré-disposi¢do para a
aprendizagem.

No final das aulas, foi pedido a todos os alunos que
escrevessem, numa folha branca nao identificada, a sua
opinido e critica sobre o decorrer das aulas de Matema-
tica desse ano lectivo. Curiosamente, alguns alunos refe-
riram esta aplicagdo. A forma como o fizeram mostra
que os aspectos positivos por ndés apontados nio lhes pas-
saram despercebidos. Citamos em seguida deis extrac-
tos da opinido de dois alunos, que disso sdo exemplo:

«(...) percebi a matéria e fiquei ciente de que a posso

utilizar no futuro, num curso que eu hei-de tirar ou numa
aplicacdo na vida actual. Gostei das aulas e da
matéria...»
« Penso que as aulas de Matemdtica foram criativas.
O facto de se ter introduzido as fichas sobre as pistas
de atletismo e os problemas da semana, quebrou a
monotonia das aulas e fez-me interessar mais pela Mate-
mdtica...»

Os colegas que quiserem adquirir as fichas de trabalho
utilizadas nestas aulas, poderdo pedi-las pelo correio...
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